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Introduction
La notion de stabilite´, qui est la trame de ce me´moire, a ses origines en
ge´ome´trie alge´brique et peut eˆtre de´crite dans ce contexte en termes pure-
ment alge´briques. Diﬀe´rentes notions de stabilite´ pour les ﬁbre´s vectoriels ont
e´te´ de´ﬁnies par Mumford-Takemoto, Gieseker-Maruyama, puis Bogomolov. La
premie`re d’entre elles fuˆt introduite par Mumford [MF82] pour l’e´tude de l’espace
de module des ﬁbre´s holomorphes sur les courbes alge´briques. Cette de´ﬁnition
utilise le degre´ des ﬁbre´s en droites, notion qui se ge´ne´ralise assez facilement aux
varie´te´s ka¨hleriennes et qu’on peut en fait de´ﬁnir sur toute varie´te´ hermitienne
compacte.
En eﬀet, le degre´ d’un ﬁbre´ en droites se calcule sur une varie´te´ alge´brique
comme une intersection de cycles alge´briques. Sur une varie´te´ ka¨hlerienne com-
pacte, on remplace ces cycles par des classes de cohomologie qui jouent un roˆle
analogue : le degre´ est alors le produit de la premie`re classe de Chern du ﬁbre´
en droites conside´re´ par le bon multiple de la classe de cohomologie de la forme
de Ka¨hler. On de´ﬁnit ainsi une application deg : Pic(X) → R du groupe de
Picard des ﬁbre´s en droites holomorphes sur X dans R qui de´pend de la classe
de cohomologie de la forme de Ka¨hler. La notion s’e´tend facilement aux fais-
ceaux cohe´rents sans torsion de rang quelconque par l’interme´diaire du ﬁbre´
de´terminant associe´.
Pour ge´ne´raliser la notion au cas des varie´te´s holomorphes compactes, il faut
attendre les travaux de Gauduchon en 1975 qui introduit la notion de me´trique
standard (maintenant appele´e me´trique de Gauduchon). Cette me´trique hermi-
tienne ve´riﬁe une condition plus faible que les me´triques ka¨hleriennes puisque la
forme de Ka¨hler n’est plus suppose´e ferme´e mais ve´riﬁe la condition
∂∂ωn−1g = 0
Il montre alors que de telles me´triques existent sur toute varie´te´ complexe com-
pacte et qu’il est possible, graˆce a` elles, d’e´tendre la notion de degre´ en choisis-
sant un bon repre´sentant de la premie`re classe de Chern du ﬁbre´ en droite que
l’on conside`re (cf. [Gau84], [Gau76]). Il est important de remarquer que cette
de´ﬁnition du degre´ n’en fait plus un invariant topologique du ﬁbre´ conside´re´ et
qu’il faut de`s lors eˆtre prudent quant a` ses proprie´te´s.
Dans ce cadre, la notion de stabilite´ s’exprime alors comme une ine´galite´ sur
les degre´s que doivent ve´riﬁer tous les sous-faisceaux cohe´rents du ﬁbre´ conside´re´.
Il est remarquable que cette proprie´te´, issue de la ge´ome´trie alge´brique, soit en
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correspondance directe avec une autre notion purement diﬀe´rentielle qui n’a,
a priori, aucun lien : celle de me´trique de Hermite-Einstein. Cette notion a
e´te´ introduite en 1980 par S. Kobayashi [Kob80] comme une ge´ne´ralisation des
me´triques de Ka¨hler-Einstein du ﬁbre´ tangent. En 1982, S. Kobayashi [Kob82]
de´montre qu’un ﬁbre´ de Hermite-Einstein sur une varie´te´ compacte ka¨hlerienne
est stable au sens de Mumford. S. Kobayashi et N. Hitchin conjecturent alors
simultane´ment que les deux notions sont e´quivalentes. L’existence d’une me´trique
de Hermite-Einstein sur un ﬁbre´ stable sera ensuite successivement de´montre´e
par Donaldson, Uhlenbeck et Yau pour des varie´te´s ka¨hleriennes puis par Li et
Yau pour des varie´te´s quelconques.
Le cas de la non stabilite´ est tout aussi inte´ressant : par de´ﬁnition, au moins
un des sous-faisceaux du ﬁbre´ conside´re´ ne ve´riﬁe pas la condition de stabilite´.
On parlera donc de sous-faisceau de´stabilisant. Des questions naturelles se posent
alors : est-il possible d’exhiber un plus grand de´stabilisant ? et si oui, est-il unique
et quels sont ses proprie´te´s dans une de´formation ?
C’est a` ces questions que nous essayons de re´pondre dans la premie`re par-
tie de ce me´moire. Il faut remarquer que dans le cas alge´brique, l’e´tude du degre´
des sous-faisceaux de´stabilisants est grandement simpliﬁe´e puisque l’application
degre´ est alors a` valeurs entie`res. Une fois le degre´ borne´, l’existence d’un sous-
faisceau de plus grand degre´ est imme´diate. C’est Harder et Narasimhan [HN75]
qui ont les premiers e´tudie´ cette question pour les courbes alge´briques et ont
de´ﬁni la notion de ﬁltration de Harder-Narasimhan qui est une de´composition
d’un ﬁbre´ instable en facteurs semi-stables (le premier terme de la ﬁltration
e´tant en fait le sous-faisceau de´stabilisant maximal). Le phe´nome`ne fut ensuite
ge´ne´ralise´ en dimension supe´rieure par Shatz et Maruyama (cf. [Sha77], [Mar81]).
Ce re´sultat est a` la base de la the´orie de la stratiﬁcation de Shatz dans le cas
alge´brique. Dans le cas ka¨hlerien, Kobayashi e´nonce un the´ore`me d’existence
tout a` fait similaire (voir par exemple [Kob87]) mais la preuve se re´ve`le in-
comple`te comme on le verra par la suite. Il est a` remarquer que l’existence
et les proprie´te´s du de´stabilisant maximal sont e´galement lie´es a` des questions
de ge´ome´trie diﬀe´rentielle et plus pre´cise´ment a` la re´solution d’ine´galite´s de
Hermite-Einstein comme l’a re´cemment montre´ Bradlow ([Bra95]) dans le cas
ka¨hlerien en se basant sur l’e´nonce´ de Kobayashi.
Nous rappellerons dans le premier chapitre les de´ﬁnitions et les proprie´te´s
e´le´mentaires du degre´ dans un cadre non ne´cessairement ka¨hlerien.
Dans le deuxie`me chapitre, nous nous penchons sur le cas des ﬁbre´s vec-
toriels complexes. Nous montrons comment il est possible de majorer le degre´
sur l’ensemble des sous-faisceaux d’un ﬁbre´ en reliant le proble`me a` un calcul
de ge´ome´trie diﬀe´rentielle et de calcul de courbure. L’ide´e e´tait de´ja` pre´sente
dans les travaux de S. Kobayashi ([Kob87]), mais la de´monstration est un peu
plus technique car la forme de Ka¨hler n’est ici pas ferme´e. Nous montrons en-
suite comment construire un sous-faisceau de pente (ou de degre´) maximale. Ici
il faut remarquer que meˆme dans le cas ka¨hlerien, le degre´ est a` valeur dans R
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et on peut montrer que l’image de l’application degre´ deg : Pic(X) → R n’est
pas toujours ferme´e. Il n’est donc pas e´vident de re´aliser le supremum du degre´
et c’est pre´cise´ment le point qui n’est pas aborde´ dans la preuve de Kobaya-
shi. Sur des varie´te´s non ka¨hleriennes, le proble`me est plus profond. On peut
toujours conside´rer les sous-faisceaux d’un ﬁbre´ donne´ comme des sous-varie´te´s
analytiques de ﬁbre´s grassmaniens. Mais l’espace de Douady correspondant n’a
aucune raison d’eˆtre compact et nous ne savons donc pas si l’image du degre´ est
ferme´e.
Dans ce contexte, la meilleure approche consiste a` utiliser la notion de sous-
ﬁbre´ holomorphe faible introduite par K. Uhlenbeck et S. T. Yau ([UY86], [UY89]).
L’ide´e consiste a` regarder les sous-ﬁbre´s d’un ﬁbre´ donne´ comme des projecteurs
C∞ hermitiens et les sous-faisceaux comme des projecteurs avec “singularite´s”,
c’est-a`-dire, vivant dans un espace de Sobolev L2k. Une fois le lien fait entre le
degre´ d’un sous-faisceau et la norme Sobolev du projecteur associe´, nous serons
en mesure de ramener le proble`me a` une question de convergence faible dans un
espace de Hilbert. On peut voir cette correspondance comme une bonne notion
de topologie sur les sous-faisceaux cohe´rents d’un ﬁbre´. A partir de ces deux
re´sultats, nous de´montrons le the´ore`me principal du chapitre :
The´ore`me (Filtration de Harder-Narasimhan).
Soit (X, g) une varie´te´ complexe compacte munie d’une me´trique de Gaudu-
chon. Soit E un ﬁbre´ vectoriel holomorphe sur X. Alors E admet une unique
ﬁltration de Harder-Narasimhan.
On remarquera a` la ﬁn du chapitre que les me´thodes utilise´es peuvent s’ap-
pliquer a` d’autres notions de stabilite´ (comme par exemple la stabilite´ associe´e
aux ﬁbre´s de Higgs), mais qu’il ne paraˆıt pas toujours possible de donner un sens
a` la ﬁltration de Harder-Narasimhan.
Le troisie`me chapitre est plus technique et consiste en une ge´ne´ralisation
de ce re´sultat dans le cadre plus naturel et e´galement plus ge´ne´ral des faisceaux
cohe´rents sans torsion. On est ici confronte´ a` des proble`mes de convergence lie´s a`
la non compacite´ de la base (c’est-a`-dire la non compacite´ du lieu ou` le faisceau
est localement libre). Nous en viendrons a` bout en conside´rant des re´solutions lo-
cales du faisceau et en “recollant” les morceaux a` l’aide de proprie´te´s de´montre´es
dans le chapitre pre´ce´dent. Le cadre le plus naturel pour les calculs de ge´ome´trie
diﬀe´rentielle reste toutefois celui des faisceaux re´ﬂexifs que nous e´tudierons en
premier lieu. Le cas ge´ne´ral en de´coulera rapidement.
Kodaira et Spencer ont de´montre´ (voir [KS60]) qu’il e´tait possible de de´-
former en famille une me´trique ka¨hlerienne sur une de´formation de ﬁbre´. La
de´monstration repose sur les proprie´te´s fortes d’une famille diﬀe´rentiable d’ope´-
rateurs fortement elliptiques sur une varie´te´ compacte : continuite´ des e´le´ments
du spectre, de´pendance diﬀe´rentiable des ope´rateurs de projection en fonction du
parame`tre t de la de´formation... Reprenant ici cette ide´e nous montrons dans le
quatrie`me chapitre qu’il est possible de de´former de manie`re C∞ une me´trique
de Gauduchon dans une de´formation de varie´te´s compactes holomorphes. On
peut alors suivre le degre´ d’une famille de ﬁbre´s de manie`re continue (en fait
C∞).
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L’ide´e est alors d’utiliser les me´thodes de´veloppe´es dans les chapitres pre´ce´-
dents pour obtenir des re´sultats de convergence de sous-faisceaux en de´formation.
Rappelons que si l’on conside`re une famille de diviseurs eﬀectifs (Di)i∈  dont le
volume volg(Di) est borne´, le the´ore`me de compacite´ de Bishop (voir par exemple
[Chi85] p. 205,206 Prop. 1) nous donne leur convergence vers un diviseur eﬀectif
limite (convergence au sens ensembliste et au sens des courants). Si l’on voit un
sous-faisceau comme sous-ensemble analytique d’un ﬁbre´ grassmanien, le volume
de ce sous-ensemble est lie´ au calcul du degre´ du faisceau correspondant. Il
semble donc naturel qu’une condition de borne sur le degre´ suﬃse a` assurer la
convergence des sous-faisceaux. Ce sont deux the´ore`mes de ce type que nous
de´montrons a` la ﬁn de ce chapitre d’abord pour une famille de ﬁbre´s puis pour
une de´formation plate de faisceaux sans torsion. On obtient par la`-meˆme une
nouvelle de´monstration de la proprie´te´ d’ouverture de la stabilite´ en de´formation
qui, contrairement a` la preuve de [LT95], n’utilise pas la correspondance de
Kobayashi-Hitchin. Ici, on e´tend ce re´sultat au cas d’une de´formation plate de
faisceaux sans torsion.
Dans la deuxie`me partie de ce me´moire, nous nous penchons sur les surfaces
de la classe V II et plus particulie`rement sur les surfaces a` coquilles sphe´riques
globales (en abre´ge´ CSG) dont nous e´tudions la stabilite´. Ces surfaces forment
une classe toujours mal comprise de la classiﬁcation de Kodaira (e´crite dans
les anne´es soixante). Elles sont de´ﬁnies par la proprie´te´ topologique d’avoir un
premier nombre de Betti b1 e´gal a` 1. Elles sont par conse´quent non alge´briques,
car toute surface alge´brique a un premier nombre de Betti pair. On sait de plus
qu’il est possible d’associer a` toute surface S de classe V II une unique surface
minimale S0 telle que S soit obtenue par un nombre ﬁni d’e´clatements de S0. On
peut donc se contenter d’e´tudier les surfaces de la classe V II qui sont minimales,
sous-classe que l’on notera V II0.
Le cas ou` le deuxie`me nombre de Betti b2 de S est nul est de´ja` bien connu :
si S admet des fonctions me´romorphes non constantes, alors S est une surface
elliptique, sinon, S est soit une surface de Hopf, soit une surface d’Inoue. Il
faut remarquer que c’est seulement en 1994 que ce re´sultat fut de´montre´ bien
qu’Inoue ait de´ja` donne´ en 1974 des exemples de ces surfaces. C’est le cas b2 > 0
qui va nous inte´resser ici. On sait (voir par exemple [Nak84]) que le corps des
fonctions me´romorphes sur une telle surface est re´duit a` C. En particulier, il
n’existe alors qu’un nombre ﬁni de courbes compactes en vertu d’un the´ore`me
de Kodaira. Des exemples de telles surfaces ont e´te´ construits par Inoue, Kato
et Enoki, mais on ne sait toujours pas aujourd’hui si ce sont les seuls. Tous les
exemples connus de telles surfaces contiennent une coquille sphe´rique globale,
c’est-a`-dire un plongement holomorphe de la sphe`re S3 qui ne disconnecte pas la
surface. Les travaux de Nakamura ([Nak84] ,[Nak90]) puis de Dloussky ([Dlo84])
ont permis d’avoir une description comple`te du comportement des courbes sur
ces surfaces. Dloussky et Oeljeklaus ont ensuite obtenu une bonne description
des feuilletages de ces surfaces ([DO99]).
Les conditions de stabilite´ pour les surfaces a` CSG s’expriment comme des
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bornes sur le volume de certains diviseurs de la surface et sont donc lie´es de part
le the´ore`me de Bishop au comportement des courbes de ces surfaces dans une
de´formation ce qui a e´te´ une motivation supple´mentaire pour cette e´tude.
Nous rappelons la construction par e´clatements et recollement des surfaces a`
CSG dans le cinquie`me chapitre. Nous donnons aussi les principaux re´sultats
sur les feuilletages qui nous seront tre`s utiles dans notre e´tude.
Nous commencerons, dans le sixie`me chapitre, a` e´tudier la simplicite´ du
ﬁbre´ tangent des surfaces a` CSG, condition ne´cessaire a` leur stabilite´. Pour
ce faire, nous montrerons que la proprie´te´ de simplicite´ est e´quivalente sur les
surfaces de la classe V II a` la non existence d’extensions particulie`res du ﬁbre´
tangent. Nous obtiendrons ainsi une condition valable pour toute surface de la
classe V II. Pour celles qui sont a` coquille sphe´rique globale, on donnera une
re´ponse comple`te a` la question.
L’e´tude de la notion de stabilite´ est beaucoup plus complexe. Rappelons que
dans le cas non ka¨hlerien ou` nous nous trouvons, le degre´ et donc la stabilite´
de´pendent de la me´trique de Gauduchon choisie. On peut en toute ge´ne´ralite´
de´ﬁnir la notion de stabilite´ par rapport a` toute me´trique de Gauduchon. Savoir
si cette condition est re´ellement plus forte n’est en ge´ne´ral pas connu. Des sur-
faces n’admettant aucun feuilletage la ve´riﬁent bien suˆr. Nous donnons ici des
exemples de surfaces a` CSG (et donc de surfaces admettant au moins un feuille-
tage singulier) stables (resp. instables) pour toute me´trique de Gauduchon. Dans
le cas des surfaces de Inoue Hirzebruch, on utilisera pour ce faire le the´ore`me de
convergence des sous-faisceaux de la premie`re partie. Au passage, on donnera un
exemple de non ouverture de la non semi-stabilite´ en de´formation illustrant un
re´sultat de la the´orie de Donaldson.
Enﬁn, dans le dernier chapitre, nous e´tudions la de´formation logarithmique
d’une surface a` coquille sphe´rique globale. Nous montrons pour les surfaces de
type interme´diaire que les cocyles d’une telle de´formation doivent eˆtre cherche´s
parmi ceux qui conservent le feuilletage. Nous obtenons alors dans tous les cas
la dimension de la de´formation logarithmique.
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Premie`re partie
La Filtration de
Harder-Narasimhan
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Chapitre 1
Ge´ne´ralite´s
1.1 Degre´ et stabilite´
Soit X une varie´te´ complexe compacte de dimension n. On notera g une
me´trique hermitienne sur X et ωg la forme de Ka¨hler associe´e.
Le degre´ est essentiellement de´ﬁni pour les ﬁbre´s en droites holomorphes. Soit
donc L un tel ﬁbre´ sur X. Supposons un instant la varie´te´ ka¨hlerienne, c’est-a`-
dire que la forme de Ka¨hler associe´e a` la me´trique g est ferme´e (dωg = 0). Alors
on ge´ne´ralise la notion alge´brique de degre´ en posant :
degg(L) =
∫
X
c1(L) ∧ ωn−1g =< c1(L) ∪ [ωg]n−1,X >
ou` c1(L) de´signe alternativement la premie`re classe de Chern du ﬁbre´ L ou` une
2-forme repre´sentant cette classe. Comme on le voit dans le membre de droite,
la notion est topologique et peut se calculer avec la cohomologie.
Il est possible de ge´ne´raliser la de´ﬁnition au cas des varie´te´s non ka¨hleriennes
graˆce a` la notion de me´trique de Gauduchon.
De´finition 1.1 ([Gau84]). Une me´trique hermitienne g est dite de Gauduchon
si ∂∂ωn−1g = 0.
En particulier, si g est ka¨hlerienne ou semi-ka¨hlerienne (dωn−1g = 0) alors elle
est de Gauduchon. Mais contrairement a` ces deux cas, il y a en ge´ne´ral beaucoup
de me´triques de Gauduchon sur une varie´te´ complexe compacte comme le montre
le the´ore`me suivant :
The´ore`me 1.2 ([Gau84]). Si X est une varie´te´ compacte, il existe dans la
classe conforme de toute me´trique hermitienne une me´trique de Gauduchon.
Cette me´trique est unique a` une constante multiplicative pre`s. En particulier,
il existe toujours une telle me´trique sur X.
De´monstration. Fixons nous une me´trique arbitraire g0 sur X. On cherche une
me´trique dans la classe conforme de g0, pour ce faire on reformule le proble`me
sous forme line´aire. Si on trouve une fonction strictement positive ϕ telle que
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∂∂(ϕωn−1
g0
) = 0, alors la me´trique g = ϕ
1
n−1 g0 est de Gauduchon. On introduit
alors un ope´rateur de l’espace des fonctions C∞ sur X dans lui-meˆme
Q : ψ → − i
(n− 1)!  ∂∂(L
n−1
g0
(ψ))
ou`  est l’ope´rateur e´toile de Hodge qui va des n-formes dans les 0-formes, et Lg0
est l’ope´rateur line´aire de Lefschetz qui consiste a` faire le produit exte´rieur par
ωg0. De part l’injectivite´ de l’ope´rateur de Hodge, toute fonction positive incluse
dans le noyau de Q ve´riﬁe les proprie´te´s de´sire´es.
On montre alors que l’ope´rateur Q a un adjoint facilement calculable qui
est elliptique de degre´ deux, que le noyau de Q est de dimension un et que
toute fonction appartenant au noyau doit eˆtre de signe constant (on applique
essentiellement un principe du maximum).
Remarque 1.3. Un proble`me est en fait qu’il y a “trop” de me´triques de Gaudu-
chon sur une varie´te´ compacte. Il serait inte´ressant d’isoler une condition plus
forte sur la me´trique pour obtenir une me´trique “canonique”.
On peut e´tendre alors la notion de degre´ comme suit : soit L un ﬁbre´ en
droite holomorphe sur (X, g), avec g Gauduchon, et h une me´trique hermitienne
quelconque sur L. Alors, on peut associer a` la connexion de Chern Ah de (L, h),
c’est-a`-dire l’unique connexion de L compatible avec la me´trique h et la structure
complexe, sa courbure c1(L, h) qui est une (1, 1)-forme re´elle sur X (c’est un
repre´sentant particulier de la classe de Chern de L que l’on appellera repre´sentant
distingue´). Cette forme ne de´pend de h qu’a` un terme ∂∂-exact pre`s (en eﬀet,
localement, on a c1(L, h) = i2π∂∂ log h et toute autre me´trique sur L s’e´crit
h′ = efh ce qui donne le re´sultat escompte´). D’autre part ωn−1g est ∂∂-ferme´e,
donc le g-degre´ de L (ou plus simplement le degre´ s’il n’y a pas de confusion
possible sur la me´trique de Gauduchon choisie sur X) de´ﬁni par :
degg(L) =
∫
X
c1(L, h) ∧ ωn−1g ,
est inde´pendant du choix de h (il suﬃt d’appliquer deux fois le the´ore`me de
Stokes pour s’en convaincre).
On de´ﬁnit ainsi une application degg : Pic(X) → R du groupe de Picard de
X (l’ensemble des ﬁbre´s en droite de X) a` valeur re´elle. Mais ici le degre´ n’est
plus un invariant topologique : sur une surface complexe de premier nombre de
Betti b1 impair (c’est a` dire dimH1(S,R) impair) , l’application degre´ restreinte
aux ﬁbre´s plats (Picplat(X), les ﬁbre´s de premie`re classe de Chern re´elle nulle)
est surjective, cf. [LT95].
Rappelons rapidement la ge´ne´ralisation au rang supe´rieur : soit F un faisceau
cohe´rent de OX modules, on peut lui associer un ﬁbre´ en droite detF appele´ ﬁbre´
de´terminant de´ﬁni a` partir de re´solutions locales de F comme suit : si
0→ En → · · · → E1 → E0 → FU → 0
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est une re´solution locale de FU par des faisceaux cohe´rents localement libres ou`
U est un ouvert dans la varie´te´ X, alors on pose
detFU := ⊗ni=0(detEi)(−1)
i
.
On montre alors que detFU est inde´pendant du choix de la re´solution.
De´finition 1.4.
– Le g-degre´ de F est celui de son de´terminant
degg(F) := degg(detF),
– Si F est sans torsion, alors on peut de´ﬁnir son rang (rang de la partie
localement libre) et on de´ﬁnit sa pente par
µ(F) := deggF
rangF
Remarque 1.5. Si F est sans torsion de rang p, la de´ﬁnition du ﬁbre´ de´terminant
co¨ıncide avec la notion “classique” : detF = (∧pF) (cf. [Kob87] Prop 6.10).
Le degre´ d’un ﬁbre´ en droite est lie´ a` l’existence et au comportement des
sections holomorphes e´ventuelles de ce ﬁbre´. On a en eﬀet le re´sultat suivant :
The´ore`me 1.6 ([Gau76]). Soit X une varie´te´ complexe compacte de dimension
n munie d’une me´trique de Gauduchon g et D un diviseur de X de ﬁbre´ en droite
associe´ [D]. Alors
degg([D]) =
∫
X
c1([D], h) ∧ ωn−1g = (n− 1)!volg(D).
De´monstration. Cela de´coule d’un the´ore`me de dualite´ de Poincare´ pluri-harmo-
nique et d’une e´galite´ du type Wirtinger.
Revenons maintenant sur la de´ﬁnition de la stabilite´. On se placera dans
toute la suite sur une varie´te´ compacte munie d’un me´trique de Gauduchon.
De´finition 1.7. Soit X une varie´te´ compacte munie d’une me´trique de Gaudu-
chon g. Un faisceau cohe´rent sans torsion E est dit g-(semi)stable si pour tout
sous-faisceau cohe´rent F ⊂ E , tel que 0 < rangF < rang E , on a µ(F) < ()µ(E).
Il est essentiel dans cette de´ﬁnition de regarder tous les sous-faisceaux de
E meˆme si E est localement libre (i.e un ﬁbre´ vectoriel). Toutefois, on peut se
restreindre a` une certaine classe de sous-faisceaux :
Proposition 1.8 ([Kob87] Prop. 7.6). Soit E un faisceau sans torsion sur
(X, g). Alors pour de´ﬁnir la stabilite´ (resp. la semi-stabilite´), il suﬃt de conside´rer
les sous-faisceaux F de E dont le quotient E/F est sans torsion.
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De´monstration. De´ﬁnissons Q par la suite exacte :
0 −−−−→ F −−−−→ E −−−−→ Q −−−−→ 0
et soit TQ le sous-faisceau de torsion de Q. On de´ﬁnit un faisceau F ′ par le
diagramme commutatif suivant :
0
F ′

0  F

 E 

Q  0
Q/TQ

0

Alors F ′ est un sous-faisceau de E qui contient F et le quotient F ′/F est iso-
morphe au faisceau de torsion TQ.
Lemme 1.9 ([Kob87] 6.14). Si F est un faisceau cohe´rent de torsion, alors
detF admet une section holomorphe non triviale. En particulier, son degre´ est
positif ou nul.
De´monstration. Notons S = Sn−1(F) l’ensemble de singularite´s de F , c’est-a`-
dire le lieu ou` F n’est pas localement libre. Sur X \ S, F est localement libre et
par hypothe`se F est de torsion donc le support de F est inclus dans S. Soit U
un ouvert de X ; prenons une re´solution locale de FU comme ci-dessus et posons
F1 = ker(E0 → FU ), on a :
0→ F1 → E0 → FU → 0
On en de´duit que
detFU = (detF1) ⊗ (detE0) = Hom(detF1,detE0).
L’application injective detF1 → detE0 induite par l’injection F1 → E0 peut eˆtre
conside´re´e comme une section non triviale de detFU . Il faut encore ve´riﬁer que
cette section ne de´pend pas du choix de la re´solution ce que l’on fait a` l’aide
d’une chasse dans le “bon” diagramme. La positivite´ du degre´ de´coule alors du
the´ore`me 1.6
On de´duit de ce lemme que deg(F ′/F)  0. Un calcul direct des ﬁbre´s
de´terminant donne deg(F ′)  deg(F) et les deux faisceaux ont meˆme rang,
d’ou` la meˆme ine´galite´ pour les pentes. Le lemme en de´coule directement.
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Remarque 1.10. En fait on peut reformuler cette proposition d’une manie`re qui
nous sera utile dans toute la suite :
Proposition 1.11. Soit F un sous-faisceau de rang p de E. Alors il existe un
sous-faisceau G du meˆme rang, contenant F , ve´riﬁant degG  degF et tel que le
quotient E/G est sans torsion.
De´finition 1.12. Soit E un faisceau cohe´rent sans torsion sur X. On dira qu’un
sous-faisceau F de E est sature´ si le quotient E/F est sans torsion.
La notion de stabilite´ qui est par de´ﬁnition tre`s alge´brique est relie´e a` des
proble`mes de ge´ome´trie diﬀe´rentielle. Soit en eﬀet (E,h) un ﬁbre´ hermitien sur
(X, g), notons Ah la connexion de Chern de E, alors en notant RE la cour-
bure de cette connexion on dira que h est une me´trique de Hermite-Einstein si
KE = iΛgRE = αId avec α = cst ou` KE est la courbure moyenne de la connexion
Ah et Λg l’ope´rateur de contraction par la me´trique g. L’existence d’une telle
me´trique sur un ﬁbre´ complexe E donne´ revient donc a` la re´solution d’une cer-
taine e´quation diﬀe´rentielle. Il est remarquable de constater que ce proble`me de
nature purement ge´ome´trique est en fait lie´ a` la notion de stabilite´ comme on le
voit dans le the´ore`me suivant :
The´ore`me 1.13 ([Kob87],[LT95]).
1. Soit (E,h) un ﬁbre´ vectoriel sur (X, g) admettant une me´trique de Hermite-
Einstein h, alors E est g-semi-stable et se de´compose en somme directe
(E,h) = (E1, h1)⊕ · · · ⊕ (Ek, hk)
de ﬁbre´s g-stables de meˆme constante de Hermite-Einstein c.
2. Si E est g stable, alors E admet une me´trique de Hermite-Einstein.
1.2 La filtration de Harder-Narasimhan
Plac¸ons nous sur un ﬁbre´ non semi-stable, il existe donc au moins un sous-
faisceau de´stabilisant et une question naturelle est de savoir s’il y a un “plus
grand” de´stabilisant. C’est Harder et Narasimhan qui ont re´pondu en premier a`
cette question en donnant dans le cas alge´brique une de´composition des ﬁbre´s en
facteurs ve´riﬁant une condition de stabilite´ : la ﬁltration de Harder-Narasimhan
[HN75]. On peut en donner une de´ﬁnition dans la cadre qui nous inte´resse :
De´finition 1.14 (Filtration de Harder-Narasimhan). Soit (X, g) une va-
rie´te´ complexe compacte de dimension n munie d’une me´trique de Gauduchon
g. Soit E un faisceau cohe´rent sans torsion sur X. On appelle Filtration de
Harder-Narasimhan de E (en abre´ge´ FHN de E) tout drapeau :
0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ Es−1 ⊂ Es = E
de sous-faisceaux de E ve´riﬁant les deux proprie´te´s suivantes :
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1. Ei/Ei−1 est g-semi-stable, 1  i  s,
2. µ(Ej+1/Ej) < µ(Ej/Ej−1) avec 1  j  s− 1.
En fait, Ei/Ei−1 est le sous-faisceau g-semi-stable maximal de E/Ei−1 for 1  i 
s.
L’existence d’une telle ﬁltration dans le cas alge´brique est de´ja` bien connue
(cf les travaux de Shatz [Sha77] et Maruyama [Mar81]).
Notre but ici est de ge´ne´raliser ceci au cas d’une varie´te´ complexe quelconque.
Le the´ore`me principal que nous obtenons dans cette partie (the´ore`me 3.11) est
le suivant :
The´ore`me (Filtration de Harder-Narasimhan).
Soit (X, g) une varie´te´ complexe compacte munie d’une me´trique de Gaudu-
chon. Soit E un faisceau cohe´rent sans torsion sur X. Alors E admet une unique
ﬁltration de Harder-Narasimhan.
Nous allons d’abord en donner une de´monstration pour les ﬁbre´s vectoriels
pour bien mettre en e´vidence les ide´es principales de la preuve. Le cas ge´ne´ral,
traite´ par la suite, se re´ve`lera plus technique.
1.3 Espaces de Sobolev
Rappelons les de´ﬁnitions et ﬁxons les notations pour les objets d’analyse que
nous allons utiliser.
Soit (M,g) une varie´te´ diﬀe´rentiable Riemannienne et (E,h) un ﬁbre´ diﬀe´-
rentiable hermitien complexe sur M . Soit A une connexion sur E, compatible
avec la me´trique h ; on notera dA la de´rive´e covariante associe´e. On notera encore
Ar(E) (resp. Ap,q(E)) l’espace des r-formes globales a` valeur dans E (resp. des
(p, q)-formes), c’est a` dire les sections C∞ globales du faisceau ∧rT M⊗E (resp.
∧p,qT M ⊗ E).
Les me´triques g et h induisent des me´triques sur tous les espaces Ap,q(E).
Par simplicite´, on notera les normes associe´es | · | (en ge´ne´ral p et q seront clairs
d’apre`s le contexte et seront donc omis). On de´ﬁnit une norme Lp sur les espaces
de formes par la formule :
‖a‖Lp :=
( ∫
M
|a|p.volg
)1/p
.
Plus ge´ne´ralement, si E est un ﬁbre´ hermitien on utilisera les espaces de
Sobolev suivants :
De´finition 1.15. Pour k ∈ {0, 1} et 1  p < ∞, la norme Lpk sur A0(E) est
de´ﬁnie par :
‖a‖Lpk :=
( k∑
i=0
∫
M
|diA(a)|p.volg
) 1
p
.
L’espace des sections Sobolev de E est la comple´tion de A0(E) pour cette norme.
C’est un espace de Banach que l’on notera Lpk(E). Il est se´parable et re´ﬂexif pour
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p > 1. Bien suˆr, A0(E) est dense dans cet espace pour p ∈ [1,+∞[. Pour p = 2,
c’est de plus un espace de Hilbert.
Il y a une autre fac¸on de voir cet espace de Sobolev par l’interme´diaire des
cartes locales et des trivialisations locales de E. Soit (p, k) ∈ [0,+∞[×{0, 1}.
Alors, a` tout triplet σ = (ϕ, τ,K) forme´ d’une carte locale ϕ : U → V ∈ Rn
de M , d’une trivialisation locale θ = (θ1, θ2) : π−1(U) → U × Cr de E et d’un
compact K ⊂ U , on peut associer une semi-norme sur A0(E) par :
µpk,σ(s) =
[ ∫
K
∑
|i| k
|∂i(θ2 ◦ s ◦ ϕ−1)|p
]1/p
bien suˆr la topologie de´ﬁnie sur A0(E) par cette famille (µpk,σ)σ de semi-normes
n’est pas comple`te. Le comple´te´ est justement l’espace de Sobolev Lpk(E). Il est
possible de de´ﬁnir une norme en sommant a` l’aide de partitions de l’unite´ les
semi-normes pre´ce´dentes. Si M est compacte cette norme est e´quivalente a` celle
de´ﬁnie plus haut.
Les deux re´sultats essentiels sur les espaces de Sobolev que nous allons utiliser
par la suite sont d’une part le the´ore`me de plongement Sobolev et d’autre part
le the´ore`me de multiplication des sections Sobolev :
The´ore`me 1.16 (The´ore`me de plongement ([LT95])). Soit E un ﬁbre´
vectoriel sur une varie´te´ compacte X de dimension n. Soit (p, k) ∈]0,∞[×N. Si
k > l et k − np  l − nq , alors l’inclusion naturelle A0(E) ⊂ Lql (E) admet une
extension injective continue
Lpk(E) ↪→ Lql (E)
qui est compacte si k − np > l − nq .
The´ore`me 1.17 (Multiplication Sobolev ([LT95])). Soient E,F,G trois
ﬁbre´s vectoriels sur une varie´te´ compacte X. Soit m : E×M F → G une applica-
tion diﬀe´rentiable et biline´aire sur les ﬁbres. Alors, l’application line´aire induite
A0(E)×A0(F ) → A0(G)
admet une extension continue
Lpk(E) × Lpk(F ) → Lpk(G)
si k − np > 0.
18 CHAPITRE 1. GE´NE´RALITE´S
Chapitre 2
Le cas des fibre´s vectoriels
Dans toute la suite, on se ﬁxe une varie´te´ complexe compacte X munie d’une
me´trique de Gauduchon g par rapport a` laquelle les degre´s et pentes des ﬁbre´s
seront calcule´s. On notera ωg la forme de Ka¨hler associe´e.
On s’inte´resse dans cette partie au cas d’un ﬁbre´ vectoriel complexe E de
rang r au-dessus de X. On ﬁxe pour la suite une me´trique hermitienne h sur E.
La premie`re e´tape pour construire la ﬁltration de Harder-Narasimhan du
triplet (X, g,E) est de trouver un sous-faisceau de pente maximal dans E. Pour
ce faire, nous avons deux choses a` montrer :
– Le fait que le degre´ de tous les sous-faisceaux de E est majore´ par une
constante ne de´pendant que de E ;
– Le fait que l’on puisse re´aliser le supremum du degre´ par un sous-faisceau.
On verra ensuite comment conclure sur l’existence de la ﬁltration a` partir de ces
deux e´le´ments.
Comme on l’a vu, lorsqu’on s’inte´resse au maximum du degre´, on peut
se limiter a` regarder les sous-faisceaux sature´s de E (cf lemme 1.11). On ap-
pellera ensemble singulier d’un sous-faisceau F ⊂ E la re´union de son en-
semble de singularite´ “au sens classique” Sn−1(F) (c’est-a`-dire du lieu ou` le
faisceau n’est pas localement libre) et de celui du faisceau quotient E/F (note´
Sn−1(E/F)) V = Sn−1(F)∪Sn−1(E/F). Dans le cas des sous-faisceaux sature´s,
V est de codimension au moins deux car F est sans torsion et E/F aussi. Sur le
comple´mentaire de V , le ﬁbre´ vectoriel F = F|X\V est un sous-ﬁbre´ de E|X\V .
En fait, tous les sous-faisceaux que l’on conside`re sont des sous-ﬁbre´s en de-
hors d’un ensemble de codimension deux. Ce sont de plus des faisceaux re´ﬂexifs
d’apre`s le lemme suivant :
Lemme 2.1 ([Kob87] Prop. 5.22). Soit
0 → S ′ → S → S ′′ → 0
une suite exacte de faisceaux cohe´rents avec S re´ﬂexif et S ′′ sans torsion. Alors
S ′ est re´ﬂexif.
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De´monstration. On montre directement que S ′ est normal, donc, puisqu’il est
sans torsion, il est re´ﬂexif.
Dans la suite, on notera Ap l’ensemble de tous les sous-faisceaux cohe´rents
F de rang p de E dont le quotient E/F est sans torsion. On de´signera toujours
pas des caracte`res droits la restriction d’un sous-faisceau au comple´mentaire de
son ensemble singulier. Prouvons tout d’abord que le degre´ est borne´ sur Ap.
2.1 Borne supe´rieure du degre´
Soit 0 < p < rangE,
Proposition 2.2. Il existe un re´el C tel que
sup
F∈Ap
deg(F)  C.
De´monstration. Pour plus de clarte´, nous allons d’abord traiter le cas des sous
ﬁbre´s de E. Soit donc F un sous-ﬁbre´ de E de rang p et notons Q le ﬁbre´ quotient
de´ﬁni par :
0 −−−−→ F −−−−→ E −−−−→ Q −−−−→ 0
Notons π : E → E le projecteur h-hermitien sur le sous-espace F et hF et
hQ les me´triques induites par h sur F et Q respectivement. On obtient trois
connexions de Chern que nous noterons A, AF et AQ. Soit {e1, . . . , er} une base
locale unitaire de E telle que {e1, . . . , ep} soit une base de F . On a :
A(ea) = ωabeb.
La matrice de connexion e´crite dans cette base locale se de´compose en quatre
blocs :
ω =
(
ωF −a10
t
a10 ωQ
)
Ici, ωF et ωQ de´signent les matrices des connexions induites sur F et Q respecti-
vement. La (1, 0)-forme a` valeur matricielle a10 est la seconde forme fondamentale
de la de´composition. C’est un e´le´ment de A10End(F,Q) (si dA = ∂0 + ∂ est la
de´rive´e covariante de la connexion de Chern A, on a a10 = (Id−π)◦∂0(π)). Nous
noterons a01 la forme duale (a10) (voir [LT95] ou [Bra91] pour plus de de´tails).
Notons RE, RF et RQ les courbures associe´es des ﬁbre´s conside´re´s, on sait
que RE = dω + ω ∧ ω. On obtient donc sous forme matricielle :
RE =
(
RF − a01 ∧ a10 
 RQ − a10 ∧ a01
)
Nous noterons KE (resp. KF ) la courbure moyenne de la connexion de
Chern associe´e a` (E,h) (resp. (F, hF )). Par de´ﬁnition KE = iΛg(RE) ou` Λg
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est l’ope´rateur de contraction avec la me´trique, i.e. le dual de l’ope´rateur de
Lefschetz L : α → ωg ∧ α. Ce qu’on peut e´galement e´crire :
inRE ∧ ωn−1g = KE .ωng .
Calculons alors le degre´ de F :
deg(F ) =
∫
X
c1(F, hF ) ∧ ωn−1g
=
∫
X
i
2π
tr(RF ) ∧ ωn−1g
=
∫
X
1
2πn
tr(KF ).ωng
D’apre`s les remarques qui pre´ce`dent et le fait que π2 = π, on obtient :
tr(KF ) = tr(π ◦KE ◦ π) + tr(iΛg(a01 ∧ a10))
= tr(KE ◦ π)− |a10|2
ou` | · | est la norme induite sur Ap,q(EndE) par h et g (nous omettons de pre´ciser
p et q). Le passage a` la dernie`re ligne de´coule du lemme suivant :
Lemme 2.3. Si a10 est une (1, 0)-forme a` valeur endomorphisme, alors
tr(iΛg(a01 ∧ a10)) = −|a10|2.
De´monstration. Soit x un point de X et choisissons des coordonne´es locales {zi}
sur un voisinage U autour de x telles que {dzi}ni=1 et {dzi}ni=1 soit orthogonaux
par rapport a` la me´trique g et de norme
√
2. Alors au point x,
ωg =
i
2
n∑
i=1
dzi ∧ dzi
a10 e´tant de type (1, 0), on peut l’e´crire
a10(x) =
n∑
i=1
ai(x)dzi
ou` ai ∈ A0(U,EndE) c’est-a`-dire que ai est une fonction a` valeur matricielle sur
U . Alors
a10
t
(x) =
n∑
i=1
ai
(x)dzi
On a donc
tr(iΛg(a01 ∧ a10))(x) = −12
n∑
i=1
tr(ai(x)ai(x)) = −1
2
n∑
i=1
|ai(x)|2.
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On a :
deg(F ) =
1
2πn
∫
X
tr(KE ◦ π).ωng −
(n− 1)!
2π
‖a10‖2L2
La premie`re expression du second membre est clairement borne´e inde´pendem-
ment de π (et donc de F ) par une certaine constante Φ car c’est une partie de la
matrice de la courbure moyenne de E. On a donc obtenu une borne supe´rieure
pour l’application degre´ :
deg(F )  Φ− (n− 1)!
2π
‖a10‖2L2  Φ (2.1)
Dans le cas ge´ne´ral, on doit conside´rer les sous-faisceaux de E qui sont des
sous-ﬁbre´s en dehors d’un sous-ensemble de codimension deux. On doit controˆler
le comportement pre`s des points singuliers du sous-faisceau.
Soit donc F dans Ap et notons comme d’habitude V son ensemble singulier.
Alors le ﬁbre´ F = F|X\V est un sous-ﬁbre´ de E. On peut donc le munir de la
me´trique induite hF qui est bien de´ﬁnie en dehors de V et appliquer a` celle-ci
ce qui pre´ce`de. Le proble`me est de montrer qu’en utilisant hF on calcule bien le
degre´ de F . Notons π le projecteur hermitien sur F , il est de´ﬁni presque partout
et C∞ sur X \V . Sur cet ouvert, on peut de´composer le ﬁbre´ E en somme directe
orthogonale E = F⊕F⊥, et associer a` ce scindage la seconde forme fondamentale
a10 correspondante. On a alors le re´sultat suivant :
Proposition 2.4 (Formule de Chern-Weil).
deg(F) = 1
2πn
∫
X\V
tr(KE ◦ π).ωng −
1
2πn
∫
X\V
|a10|2.ωng . (2.2)
De´monstration. La preuve est sensiblement la meˆme que celle de Kobayashi
(preuve () p. 181 de [Kob87])
Conside´rons le ﬁbre´ de´terminant detF = (∧pF) et notons j le monomor-
phisme de faisceaux :
j : detF ↪→ ∧pE
Soit α une section holomorphe locale de detF et notons
W = {x ∈ X | j(α)(x) = 0}.
le faisceau F e´tant un sous-ﬁbre´ de E en dehors de l’ensemble analytique V ,
l’application j est injective sur X \V en temps qu’application du ﬁbre´ en droites
detF dans le ﬁbre´ vectoriel ∧pE. L’ensemble W est donc inclus dans V et ses
composantes irre´ductibles sont donc au moins de codimension 2.
Appelons alors u = j(∧ph) le tire´ en arrie`re de la structure hermitienne ∧ph
de ∧pE par j. Par de´ﬁnition u de´ﬁnit une structure hermitienne sur le ﬁbre´ en
droite detF|X\W et u de´ge´ne`re en s’annulant au-dessus de W . Choisissons une
me´trique hermitienne u sur detF au-dessus de X tout entier. On a le re´sultat
suivant :
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Lemme 2.5. ∫
X
c1(detF , u) ∧ ωn−1g =
∫
X\W
c1(detF , u) ∧ ωn−1g .
Preuve du lemme 2.5. On va essayer de controˆler ce qui se passe au voisinage du
lieu d’annulation W de u en re´solvant les singularite´s de W , puis on appliquera
des calculs de re´sidus.
Soit τ une section holomorphe locale de detF ne s’annulant pas. En utilisant
une base locale e = (e1, · · · , er) de E et le morphisme j on peut e´crire
j(τ) =
∑
I
τ IeI ou` eI = ei1 ∧ · · · ∧ eip avec i1 < · · · < ip.
Posons alors,
f = u(τ, τ)/u(τ, τ) =
∑
uIJτ
IτJ ,
avec
uIJ = ∧ph(eI , eJ)/u(τ, τ).
Il est facile de voir que f est bien de´ﬁnie inde´pendamment du choix de τ et
que c’est une fonction lisse positive qui s’annule exactement sur W . En eﬀet,
la matrice (uIJ) e´tant de´ﬁnie positive, f s’annule exactement la` ou` tous les τ I
s’annulent.
On notera alors I l’ide´al engendre´ par les {τ I} de sorte que W soit le lieu
d’annulation de l’ide´al I. On sait alors, en utilisant le the´ore`me de re´solution des
singularite´s d’Hironaka, qu’il existe une varie´te´ complexe X et une application
holomorphe surjective π : X → X telle que codim(π−1W ) = 1,
π : X − π−1W → X −W
est un biholomorphisme et πI = OX(−m(π−1W )) pour un entier m. Si l’e´-
quation ζ = 0 de´ﬁnit localement π−1W sur X, alors les fonctions πτ I/ζm sont
toutes holomorphes et, en chaque point, au moins l’une d’entre elles ne s’annule
pas. Puisque uIJ est une matrice hermitienne de´ﬁnie positive C∞, on peut e´crire
localement :
πf = a |ζ|2m,
ou` a est une fonction C∞ partout non nulle.
En utilisant u = fu, on obtient
c1(detF , u) = c1(detF , u)− i2π ∂¯∂ log f sur M −W.
Montrons alors que∫
X\W
i
2π
∂¯∂ log f ∧ ωn−1g =
∫
X\π−1W
i
2π
∂¯∂ log πf ∧ πωn−1g = 0
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Notons Ψ1 la (1, 0)-forme i2π∂ log π
f . Elle est re´gulie`re sur X \ π−1W . Au
voisinage de π−1W , on peut e´crire localement :
Ψ1 =
i
2π
∂ log a+m
i
2π
∂ log |ζ|2 = i
2π
∂ log a+m
i
2π
d ζ
ζ
Ψ1 est donc une 1-forme a` coeﬃcients L1loc de´ﬁnie sur tout X
 (en eﬀet, la
fonction a e´tant strictement positive, la premie`re partie est en fait C∞ partout).
On a dΨ1 = ∂¯Ψ1 = i2π ∂¯∂ log π
f qui s’e´tend de la meˆme manie`re en une forme
localement L1 sur X. Utilisons alors la formule des re´sidus (voir par exemple
[GH78]) :
dTΨ1(π
ωn−1g ) = TdΨ1(π
ωn−1g ) +R1(π
ωn−1g ),
ou` Tϕ de´signe le courant induit par la forme ϕ.
On peut alors facilement calculer le re´sidu avec l’aide, par exemple de la for-
mule de Lelong pour les fonctions holomorphes (voir par exemple [GH78]) : R1 =
−m [π−1W ] ou` [π−1W ] de´signe le courant d’inte´gration sur le sous-ensemble ana-
lytique π−1W . On obtient alors,∫
X
i
2π
∂¯∂ log πf ∧ πωn−1g = TdΨ1(πωn−1g )
=dTΨ1(π
ωn−1g )−R1(πωn−1g )
=dTΨ1(π
ωn−1g ) +m
∫
π−1W
πωn−1g
=dTΨ1(π
ωn−1g ) +m
∫
W
ωn−1g
=− TΨ1(dπωn−1g )
Dans la dernie`re e´galite´, on se sert de fac¸on essentielle du fait que la codimension
de W est supe´rieure ou e´gale a` deux.
Pour calculer le terme restant, on se sert de la meˆme me´thode. On a :
TΨ1(dπ
ωn−1g ) =
∫
X
i
2π
∂ log πf ∧ ∂¯πωn−1g .
Ici, on pose Ψ2 = i2π log π
f . Ψ2 est C∞ en dehors de π−1W et L1loc sur X
 (au
voisinage de W , on a la forme locale i2π log a + m
i
2π log |ζ|2). De plus, dΨ2 =
i
2πd log π
f est localement L1 au voisinage de W .
∫
X
i
2π
∂ log πf ∧ ∂¯πωn−1g =
∫
X
i
2π
d log πf ∧ ∂¯πωn−1g
=TdΨ2(∂¯π
ωn−1g )
=dTΨ2(∂¯π
ωn−1g )−R2(∂¯πωn−1g )
=− TΨ2(∂∂¯πωn−1g )−R2(∂¯πωn−1g )
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On se rappelle alors que la me´trique g est de Gauduchon pour annuler le
premier terme du membre de gauche. On calcule directement le re´sidu R2 :
R2(∂¯πωn−1g ) = lim
ε→0
∫
ζ1,··· ,ζn−1
∫
|ζ|=ε
|ζ|( i
2π
log πf) ∂¯πωn−1g
ou` ζ, ζ1, · · · , ζn−1 sont des coordonne´es locales sur X ve´riﬁant π−1W = {ζ = 0}.
Mais, de part la forme locale de ψ2 = i2π log a + m
i
2π log |ζ|2 au voisinage de
π−1W , et limε→0 |ε| log |ε|2 = 0, on obtient que le re´sidu R2 est nul.
En utilisant le lemme, on obtient :
deg(F) =
∫
X
c1(detF , u) ∧ ωn−1g
=
∫
X\W
c1(detF , u) ∧ ωn−1g
=
∫
X\V
c1(detF , u) ∧ ωn−1g
=
∫
X\V
c1(F, hF ) ∧ ωn−1g
Pour passer de la deuxie`me a` la troisie`me ligne, on utilise le fait que la codi-
mension de V et W est au moins 2 et que ces ensembles sont donc de mesure
nulle.
On se sert alors du scindage du ﬁbre´ E sur X \ V pour appliquer le meˆme
raisonnement que dans le cas des sous-ﬁbre´s. Finalement, on obtient la formule :
deg(F) = 1
2πn
∫
X\V
tr(KE ◦ π).ωng −
1
2πn
∫
X\V
|a10|2.ωng
Graˆce a` cette formule, on peut ﬁnir la de´monstration de la proposition 2.2.
En eﬀet, l’ine´galite´ suivante est ve´riﬁe´e pour tous les sous-faisceaux F ∈ Ap :
deg(F)  Φ− (n − 1)!
2π
∫
X\V
|a10|2.volg  Φ (2.3)
Remarque 2.6. Si F est un sous-faisceau de E en dehors d’un sous-ensemble de
codimension au moins deux, son degre´ peut eˆtre calcule´ seulement en fonction
de la partie sous-ﬁbre´ de F . On en de´duit donc que le faisceau sature´ qui lui est
associe´ a le meˆme degre´ (il a la meˆme partie sous-ﬁbre´).
Remarque 2.7. La proposition 2.4 est plus pre´cise que le re´sultat que l’on souhai-
tait car elle donne e´galement une majoration de la norme L2 de la seconde forme
fondamentale du faisceau F . C’est cette information qui va se re´ve´ler essentielle
pour de´montrer l’existence du faisceau maximal.
Corollaire 2.8. Il existe une constante C telle que pour tout sous-faisceau
cohe´rent F de E, on ait deg(F)  C.
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2.2 Sous-faisceau maximal
Le proble`me est maintenant d’introduire une certaine notion de convergence
sur l’ensemble des sous-faisceaux de E qui nous permettrait d’atteindre un fais-
ceau de degre´ maximal en passant a` la limite. Pour ce faire, on va utiliser une
notion introduite par K. Uhlenbeck ([UY86]) qui de´ﬁnit des “sous-ﬁbre´s singu-
liers” d’un ﬁbre´ holomorphe E donne´s par des “projecteurs avec singularite´s“.
De´finition 2.9. Un e´le´ment π de l’espace de Sobolev L21(EndE) est appele´ sous
ﬁbre´ holomorphe faible de E si, dans L1(EndE) (c’est a` dire presque partout),
il ve´riﬁe les proprie´te´s :
π = π = π2 et (Id− π) ◦ ∂¯(π) = 0. ()
La de´monstration du fait qu’un sous-ﬁbre´ holomorphe faible repre´sente bien
un sous-faisceau holomorphe de E est la plus complique´e et utilise des re´sultats
de re´gularisation non triviaux. On trouve la preuve dans deux articles de K.
Uhlenbeck et S. T. Yau qui n’utilisent d’ailleurs que ce sens de la correspondance :
The´ore`me 2.10 ([UY86], [UY89] et[LT95] p. 81).
Un ﬁbre´ holomorphe faible π de E repre´sente un sous-faisceau cohe´rent F
de E ; plus pre´cise´ment, il existe un sous-faisceau cohe´rent F de E et un sous-
ensemble analytique V ⊂ X avec les proprie´te´s suivantes :
– codimXV  2,
– π|X\V est C∞ et satisfait (),
– F = FX\V = π|X\V (E|X\V ) ↪→ E|X\V est un sous-ﬁbre´ holomorphe.
On peut toujours supposer que F est sature´ c’est a` dire qu’il appartient a` un des
ensembles Ap.
De´monstration. Pour de´montrer le the´ore`me, remarquons tout d’abord que pour
tout ﬁbre´ vectoriel E sur une varie´te´ complexe compacte X, on peut trouver un
recouvrement {Oi} de X tel que E|Oi est biholomorphe a` Oi×Cr et les fonctions
de transitions sont donne´es par des applications holomorphes de Oi ∩ Oj dans
GL(r,C). Un sous-ﬁbre´ peut alors eˆtre donne´ comme suit : pour tout i on se
donne une application holomorphe fi de Oi dans G(r, k), la Grassmanienne des
k-plans dans Cr. Les applications fi et fj se recollent a` un automorphisme de
G(r, k) pre`s (automorphisme induit par les fonctions de transition du ﬁbre´ E).
Si fi est seulement rationnelle, c’est-a`-dire de´ﬁnie en dehors d’une sous-varie´te´
de codimension au moins deux dans Oi, alors les {fi} de´ﬁnissent un sous-faisceau
cohe´rent de E. En eﬀet, soit U(k) le ﬁbre´ universel au-dessus de G(r, k) et Fi
la cloˆture du graphe de fi. Soit πi1 et π
i
2 les projections sur chaque facteur du
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produit :
Oi ×G(r, k)
πi2 G(r, k)
Oi
πi1

Alors, πi2

U(k) est un k-ﬁbre´ sur Oi × G(r, k), on le restreint a` Fi, puis on
applique le the´ore`me de l’image directe de Grauert : πi1(π
i
2

U(k)|Fi) est un
faisceau cohe´rent sur Oi induit par fi. Sur Oi ∩Oj les faisceaux se recollent par
un automorphisme de G(r, k) puisque c’est le cas pour fi et fj.
Il nous faut donc montrer qu’on peut associer a` tout sous-ﬁbre´ holomorphe
faible de E des applications rationnelles a` valeur dans une certaine Grassma-
nienne G(r, k). Donnons nous donc un sous-ﬁbre´ holomorphe faible associe´ au
projecteur π. Le rang de la projection est donne´e par la trace de π qui est
un entier et une fonction de L21, d’ou` l’on de´duit que cet entier est constant
presque partout. Soit donc k = tr(π) cette constante. Alors, dans toute les cartes
locales Oi de E, π induit une application πˆi d’un ensemble de mesure pleine
dans Oi a` valeur dans G(r, k). On montre alors que πˆi peut eˆtre e´tendue en une
application rationnelle de Oi dans G(r, k). Supposons sans perte de ge´ne´ralite´
que la dimension de la varie´te´ est deux et que Oi = D×D ou` D est le disque unite´
de C. Puisque π est L21, sa restriction a` chaque tranche {z}×D (resp. D×{z}) est
L21. On voit π comme une application de D×D dans la sous-varie´te´ Vk de EndE
de tous les endomorphismes de rang k. De part un the´ore`me d’approximation
(voir par exemple [SU83]), l’application πz = π|{z}×D peut eˆtre approche´e par
des applications lisses, L21 borne´es, Fm de {z} × D dans Vk. On de´ﬁnit alors
Fˆm : {z} × D → G(r, k) par Fˆm(z,w) = Fm(z,w)(Cr) ∈ G(r, k). On montre
alors que la limite des Fˆm donne l’extension rationnelle de πˆz souhaite´e. Pour
ce faire, on montre tout d’abord par un calcul direct a` l’aide des coordonne´es
de Plu¨cker que les Fˆm sont L21 et que leur norme L
2
1 est borne´e par celle de
πm et donc uniforme´ment borne´e. On prouve donc que la limite des Fˆi donne
une extension faiblement holomorphe de πˆz. On utilise alors un the´ore`me de
re´gularisation :
The´ore`me 2.11 (voir [UY86] et [UY89]). Une application faiblement holo-
morphe a` valeur dans une varie´te´ alge´brique est me´romorphe.
Ici, nous allons utiliser la correspondance dans les deux sens, il nous faut
ve´riﬁer la proprie´te´ suivante qui donne la re´ciproque du the´ore`me pre´ce´dent :
Proposition 2.12. Soit F ∈ Ap un sous-faisceau. Alors, on peut lui associer
un projecteur Sobolev π ∈ L21.
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De´monstration. En eﬀet, comme on l’a vu dans la preuve de la proposition 2.2,
on peut de´composer le ﬁbre´ E en dehors d’un ensemble V en E = F ⊕F⊥. On a
donc une projection hermitienne π de´ﬁnie presque partout et C∞ au-dessus de
X \ V . Il nous reste a` montrer que π est bien dans L21(EndE). La projection π
e´tant hermitienne, sa norme au carre´ est e´gale a` son rang et est donc borne´e dans
L∞ et donc dans L2. Il reste a` borner la norme L2 de la de´rive´e de π. Notons A
la connexion hermitienne de (E,h) et dA la de´rive´e covariante associe´e (et par
extension la de´rive´e covariante sur End(E)). Alors, si σ est une section de E, on
a (cf. [Kob87] chap 1 §6)
dA(π)(σ) =dA(π(σ))− π(dA(σ))
=[dA(π(σ)) − π(dA(π(σ)))] − [π(dA((Id− π)(σ)))]
=a10(π(σ)) − a01((Id − π)(σ))
ce que l’on peut re´sumer par :
dA(π) =
(
0 a01
a10 0
)
(2.4)
D’autre part, la formule de Chern-Weil (prop. 2.4)
deg(F) = 1
2πn
∫
X\V
tr(KE ◦ π).ωng −
1
2πn
∫
X\V
|a10|2.ωng .
nous montre que 12πn
∫
X\V |a10|2.ωng est borne´ en fonction du degre´ de F et d’un
terme ne de´pendant que de E. C’est a` dire que dA(π) est borne´ en norme L2.
En fait, si l’on veut eˆtre tout a` fait pre´cis, le “dA(π)” utilise´ pre´ce´demment
est la de´rive´e de π en dehors de V et on doit ve´riﬁer que cela co¨ıncide avec la
de´rive´e de π au sens des distributions. Ici, les formes tests sont les e´le´ments de
A2n−1(EndE). On doit donc montrer que quel que soit ϕ ∈ A2n−1(EndE), on a :∫
X
tr(dA(π) ∧ ϕ) = −
∫
X
tr(π ∧ dA(ϕ))
Soit Vε un voisinage tubulaire de V dont le volume tend vers ze´ro quand ε tend
vers ze´ro. On applique la formule de Stokes :∫
X\Vε
tr(dA(π) ∧ ϕ) +
∫
X\Vε
tr(π ∧ dA(ϕ)) =
∫
∂Vε
tr(π ∧ ϕ).
On remarque alors que l’inte´grande du dernier terme est une fonction borne´e car
la trace d’un endomorphisme est borne´e par sa norme au carre´e et la projection
est e´galement borne´e uniforme´ment. Le dernier terme tend donc vers ze´ro lorsque
ε tend vers ze´ro ce qui ﬁnit la de´monstration.
Nous sommes maintenant arme´s pour montrer que le supremum des degre´s
est atteint.
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Proposition 2.13. Pour tout p, il existe un sous-faisceau F ∈ Ap tel que
degF = sup
G∈Ap
degG
De´monstration. Notons M le supremum des degre´s (il existe de part la proposi-
tion 2.2). Soit Fm une suite de sous-faisceaux de Ap telle que
lim
m→∞degFm = M
et soit c un nombre re´el tel que degFm  c pour tout m ∈ N. On notera πm le
ﬁbre´ holomorphe faible associe´ a` Fm.
Commenc¸ons par borner uniforme´ment les projections πm en norme L21 :
Lemme 2.14. Il existe une constante C2 telle que pour tout m ∈ N
‖πm‖L21  C2.
De´monstration. Comme nous l’avons de´ja` remarque´, les projecteurs πm sont uni-
forme´ment borne´s en norme L2 car leur rang est clairement borne´. Le proble`me
est donc de borner la norme L2 de leur de´rive´e uniforme´ment.
Pour tout m, on peut de´composer le ﬁbre´ vectoriel E en dehors du sous-
ensemble singulier Vm de Fm. On obtient E = Fm⊕F⊥m et on notera comme d’ha-
bitude a10m la seconde forme fondamentale associe´e a` la de´composition. Comme
on l’a vu :
dA(πm) =
(
0 a01m
a10m 0
)
(2.5)
Rappelons nous alors l’ine´galite´ (2.3) et la borne infe´rieure sur le degre´ :
c  deg(Fm)  Φ− (n − 1)!2π
∫
X\Vm
|a10m |2.volg
Comme nous venons de le montrer, la projection πm est dans l’espace de Sobolev
L21(EndE), et de plus, sa de´rive´e Sobolev co¨ıncide avec dA(πm). Il est donc
possible de calculer sa norme en inte´grant en dehors de l’ensemble Vm. On a :
‖a10m‖2L2  C1 =
2π
(n − 1)! (Φ − c).
En utilisant cette ine´galite´ et (2.5) on voit que dA(πm) est uniforme´ment borne´
dans L2 ce qui ﬁnit la preuve.
On se retrouve avec des donne´es classiques d’analyse : la suite (πm)m∈  est
borne´e dans l’espace de Hilbert L21(EndE), donc, quitte a` extraire une sous-suite
si ne´cessaire, on peut supposer qu’elle converge faiblement dans L21(EndE) vers
un e´le´ment π. Le plongement de L21(EndE) dans L
2(EndE) e´tant compact, on
peut supposer quitte a` extraire encore une sous-suite que la convergence est forte
en norme L2. Il reste a` montrer que π est bien un sous-ﬁbre´ holomorphe faible.
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On a certainement π = π = π2 puisque c’est ve´riﬁe´ par tous les πm et que
la convergence π2m → π2 est forte dans L2. De plus, Id− πm converge fortement
dans L2 vers Id − π et la suite (∂¯(πm))m converge faiblement vers ∂¯(π) et est
uniforme´ment borne´e en norme L2. Un re´sultat classique d’analyse nous permet
de conclure que (Id − πm)∂¯(πm) = 0 converge au sens des distributions vers
(Id−π)∂¯(π) qui vaut donc e´galement ze´ro. En eﬀet, notons pour simpliﬁer am =
(Id− πm), bm = ∂(πm), a = (Id − π) etb = ∂(π). Soit ϕ une forme test e´le´ment
de A2n−1(EndE), conside´rons l’expression
∆m =
∫
X
tr([am ◦ bm − a ◦ b] ∧ ϕ)
ou` ∧ de´signe l’ope´ration obtenue sur les espaces Ak(EndE) en multipliant le
produit exte´rieur des formes et la composition des endomorphismes. On obtient :
∆m =
∫
X
tr([am ◦ bm − a ◦ bm + a ◦ bm − a ◦ b] ∧ ϕ)
=
∫
X
tr([(am − a) ◦ bm] ∧ ϕ) +
∫
X
tr([a ◦ (bm − b)] ∧ ϕ)
Or, dans le premier terme, (am − a) converge fortement vers ze´ro dans L2 alors
que le terme bm reste borne´ par hypothe`se, donc le tout tend vers ze´ro. Dans le
second terme, on applique la convergence faible de (bm − b).
La limite π est donc bien un sous-ﬁbre´ holomorphe faible.
Appelons F le sous-faisceau cohe´rent de Ap associe´ et montrons que degF =
M . En utilisant les calculs pre´ce´dents, on a :
degF = 1
2πn
∫
X
tr(π ◦RE ◦ π) ∧ ωn−1g −
(n− 1)!
2π
‖a10‖2L2 .
Observons maintenant deux faits :
– La courbure RE est une section C∞ de ∧2T X ⊗ EndE de sorte que la
convergence de πm dans L2 implique celle de tr(πm ◦RE ◦ πm) vers tr(π ◦
RE ◦ π) dans L1. On a donc :
lim
n→∞
∫
X
tr(πm ◦RE ◦ πm) ∧ ωn−1g =
∫
X
tr(π ◦RE ◦ π) ∧ ωn−1g .
– D’autre part, on utilise la proprie´te´ de semi-continuite´ de la norme d’un
espace de Hilbert pour la topologie faible :
Lemme 2.15. Si (bm)m∈  converge faiblement vers b alors
lim inf
m→∞ ‖bm‖  ‖b‖
.
De´monstration. En eﬀet
< b, b >= lim
m→∞ < b, bm > puisqu’il y a convergence faible
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et pour tout m,
| < b, bm > |  ‖b‖ ‖bm‖
ce qui implique en passant a` la limite infe´rieure
lim
m→∞ | < b, bm > |  ‖b‖ lim infm→∞ ‖bm‖.
Comme a10m converge faiblement vers a
10, on obtient :
lim inf
m→∞ ‖a
10
m‖L2  ‖a10‖L2 .
De ces deux faits, on de´duit que degF  lim sup degFm  M car degFm
converge vers M par hypothe`se, le terme contenant la courbure converge et
−‖a10‖2  − lim inf ‖a10m‖2 . Mais alors, par de´ﬁnition on ne peut qu’avoir
l’e´galite´ degF = M = sup
G∈Ap
degG ce qui prouve le re´sultat e´nonce´.
Corollaire 2.16. Soit E un ﬁbre´ vectoriel sur (X, g). Il existe un sous-faisceau
cohe´rent de E qui est de degre´ maximal.
2.3 La filtration de Harder-Narasimhan
Rappelons ici la de´ﬁnition de la ﬁltration de Harder-Narasimhan.
De´finition 2.17 (Filtration de Harder-Narasimhan). Soit (X, g) une va-
rie´te´ complexe compacte de dimension n munie d’une me´trique de Gauduchon
g. Soit E un faisceau cohe´rent sans torsion sur X. On appelle Filtration de
Harder-Narasimhan de E (en abre´ge´ FHN de E) tout drapeau :
0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ Es−1 ⊂ Es = E
de sous-faisceaux de E ve´riﬁant les deux proprie´te´s suivantes :
1. Ei/Ei−1 est g-semi-stable, 1  i  s,
2. µ(Ej+1/Ej) < µ(Ej/Ej−1) avec 1  j  s− 1.
En fait, Ei/Ei−1 est le sous-faisceau g-semi-stable maximal de E/Ei−1 pour tout
1  i  s.
Le the´ore`me principal de ce paragraphe est le suivant :
The´ore`me 2.18. Soit (X, g) une varie´te´ complexe compacte de dimension n
munie d’une me´trique de Gauduchon g. Soit E un ﬁbre´ vectoriel de rang r sur
X. Alors, E posse`de une unique ﬁltration de Harder-Narasimhan.
De´monstration. Nous allons construire le drapeau de la ﬁltration par re´curren-
ce. Si E est de´ja` lui-meˆme semi-stable, il n’y a rien a` prouver. On peut donc
supposer que E n’est pas semi-stable. Le premier pas de la re´currence est base´
sur le lemme suivant :
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Lemme 2.19. Il existe un unique sous-faisceau E1 de E tel que le quotient E/E1
soit sans torsion, et tel que pour tout sous-faisceau F de E,
1. µ(F)  µ(E1) i.e. E1 est de pente maximale,
2. Si µ(F) = µ(E1) alors rang(F)  rang(E1).
Il s’en suit que E1 est g-semi-stable.
Preuve du lemme 2.19. L’existence re´sulte de la proposition 2.2. En eﬀet, elle
aﬃrme que le degre´ et donc la pente de tout sous-faisceau est borne´. Prenons alors
une suite de sous-faisceaux dont la pente converge vers le supremum supF µ(F).
Quitte a` extraire une sous-suite, on peut supposer que tous les faisceaux de la
suite ont le meˆme rang p. On applique la proposition 2.13 : il existe un sous-
faisceau F de quotient sans torsion tel que µ(F) est maximal parmi tous les
sous-faisceaux. Parmi tous les faisceaux avec cette proprie´te´, certains sont de
rang maximal. En prenant l’un d’eux on obtient le sous-faisceau de´sire´. Il ve´riﬁe
bien e´videmment (1) et (2). Remarquons que la condition de semi-stabilite´ est
satisfaite naturellement.
La preuve de l’unicite´ est la meˆme que celle de [Kob87] lemme 7.17. Soit
E ′1 un autre sous-faisceau ve´riﬁant 1) et 2). Soit p : E → E/E ′1 la projection
canonique. On peut toujours supposer que p(E1) = 0 et on peut donc de´ﬁnir un
sous-faisceau F de E1 par la suite exacte :
0 −−−−→ F −−−−→ E1 −−−−→ p(E1) −−−−→ 0.
Comme E1 est g-semi-stable, µ(F)  µ(E1)  µ(p(E1)). Cela de´coule en eﬀet du
lemme classique suivant sur les pentes :
Lemme 2.20 ([Kob87] lemme 7.3). Soit
0→ S → T → Q→ 0
une suite exacte de faisceaux cohe´rents. Alors on a la formule :
rang(S)[µ(T )− µ(S)] + rang(Q)[µ(T )− µ(Q)] = 0.
De´monstration. On calcule les ﬁbre´s de´terminants : detT = detS ⊗ detQ et
rangT = rangS+rangQ. Donc degT = degS+degQ. D’ou` la formule souhaite´e.
Utilisons alors l’autre suite exacte :
0 −−−−→ E ′1 −−−−→ p−1(p(E1)) −−−−→ p(E1) −−−−→ 0
D’apre`s le lemme pre´ce´dent, on a la relation suivante entre les pentes :
rang(E ′1)[µ(p−1(p(E1)))− µ(E ′1)] + rang(p(E1))[µ(p−1(p(E1)))− µ(p(E1))] = 0
Rappelons nous alors que p(E1) est sans torsion comme sous-faisceau du faisceau
sans torsion E/E ′1 ; e´tant non nul sont rang est donc supe´rieure ou e´gal a` un.
On obtient donc : rang[p−1(p(E1))] > rang[E ′1] et en utilisant les proprie´te´s 1) et
2), µ(p−1(p(E1))) < µ(E ′1). Cela implique µ(p(E1)) < µ(E ′1) = µ(E1) qui est en
contradiction avec les hypothe`ses.
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Remarque 2.21. Nous ne nous sommes pas servis du fait que E est un ﬁbre´
vectoriel au cours de la preuve de l’unicite´, elle reste par conse´quent vraie pour
n’importe quel faisceau sans torsion.
En appliquant le lemme, on obtient le premier sous-faisceau E1 de la ﬁltration
(remarquons que par construction µ(E1) > µ(E)).
Si le faisceau sans torsion E/E1 est semi-stable, on a ﬁni. Sinon, on doit trou-
ver un sous-faisceau semi-stable maximal E2 de E/E1. On aimerait donc appliquer
le lemme 2.19 au faisceau E/E1. Pour ce faire, il nous faut de´montrer l’analogue
de la proposition 2.13. Observons qu’il y a une correspondance bijective entre les
sous-faisceaux F de E/E1 de quotient sans torsion et les sous-faisceaux F de E
tels que E/F soit sans torsion et E1 ⊂ F . Les pentes de F et de F sont relie´es
par la relation µ(F) = rµ(F)−r1µ(E1)r−r1 ou` r (resp. r1) est le rang de F (resp. E1).
En appliquant le raisonnement pre´ce´dent a` l’ensemble
Ap,E1 = {F ⊂ E | E1 ⊂ F , E/F est sans torsion et rangF = p},
on voit que l’application degre´ est borne´e sur Ap,E1 pour tout p et donc sur les
sous-faisceaux de E/E1.
Soit Fn une suite de sous-faisceaux de E/E1 dont le degre´ converge vers le
supremum et supposons comme pre´ce´demment que le rang des faisceaux est
constant. Notons Fn la suite correspondante dans Ap,E1, alors (deg(Fn))n∈ 
converge vers le supremum des degre´s sur l’ensemble Ap,E1.
La me´thode de 2.13 nous donne un sous-faisceau G de E de quotient sans
torsion qui est la limite des Fn au sens des sous-ﬁbre´s holomorphes faibles. Pour
eˆtre tout a` fait complet on doit ve´riﬁer que E1 ⊂ G. Pour ce faire, on a besoin
d’une caracte´risation des sections d’un faisceau associe´ a` un ﬁbre´ holomorphe
faible π ∈ L21(EndE). Soit donc F le faisceau construit a` partir de π. Rappelons
que F est un sous-ﬁbre´ en dehors d’un ensemble analytique V de codimension
deux et comme pre´ce´demment, on notera F = F|X\V cette partie sous-ﬁbre´.
Lemme 2.22. Soit U un ouvert de X. Soit s une section holomorphe locale de
E sur U . Alors, les solutions de l’e´quation
π(s) = s (faiblement) (2.6)
sont exactement les sections locales de F sur U .
De´monstration. Soit s une section holomorphe locale de E|U qui est une section
de F|U . En dehors du sous-ensemble V , π est un projecteur C∞ et F un sous-
ﬁbre´ de E. On a donc clairement π(s) = s sur U \V . Mais alors, π(s) = s presque
partout et (2.6) est satisfaite.
Re´ciproquement, supposons que s soit une solution de (2.6). Alors, s est une
section de F|U la` ou` π est lisse (c’est-a`-dire en dehors de V ). D’autre part, F est
par construction un faisceau re´ﬂexif et par conse´quent normal, donc la section
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s|U\V admet une unique extension S (cf. [Kob87] Chap V 5.21 pour les proprie´te´s
usuelles des faisceaux re´ﬂexifs) qui est une section de F|U . En tant que sections
holomorphes de E|U , les sections s et S co¨ıncident presque partout et donc sont
e´gales. Autrement dit, s est une section de F au dessus de U .
Notons π1 et π2 les projecteurs L21 associe´s respectivement a` E1 et G. Soit F un
faisceau de Ap et observons que la condition E1 ⊂ F implique que (Id−π)◦π1 = 0
(dans L1) ou` π est la projection associe´e a` F , en eﬀet c’est vrai presque partout :
la` ou` les projections sont re´gulie`res. Rappelons maintenant que la convergence
que l’on a utilise´e en 2.13 est forte en norme L2 de sorte que l’e´quation pre´ce´dente
est encore ve´riﬁe´e a` la limite. C’est-a`-dire (Id − π2) ◦ π1 = 0. Soit donc U un
ouvert et s une section locale de E1 au-dessus de U . En utilisant cette condition
et le lemme pre´ce´dent, on obtient :
π2(s) = π2π1(s) = π2π1(s) + (Id− π2)π1(s) = Id(π1(s)) = s.
Cela implique que s est une section locale du faisceau G associe´ a` π2. On a donc
de´montre´ que E1 ⊂ G de sorte que la proposition 2.13 est de´montre´e pour E/E1.
Le lemme 2.19 nous donne alors un sous-faisceau maximal E2 appartenant
a` un certain Ap,E1 tel que E2/E1 est g-semi-stable et ve´riﬁe (1) et (2). Par
construction, rang(E2) > rang(E1) de sorte que µ(E2) < µ(E1). On a donc bien
µ(E2/E1) < µ(E1) d’apre`s la suite exacte 0 → E1 → E2 → E1/E2 → 0 et le lemme
2.20. L’unicite´ est de´montre´ exactement comme dans la preuve du lemme 2.19
(voir la remarque ﬁnale 2.21).
Les e´tapes suivantes se de´montrent exactement de la meˆme manie`re.
Remarque 2.23. On de´montre ici comple`tement le the´ore`me pour les ﬁbre´s vec-
toriels. En fait, la me´thode permettant de controˆler l’inclusion dans un autre
faisceau va nous servir de manie`re essentielle pour trouver le sous-faisceau maxi-
mal dans le cas re´ﬂexif, c’est pourquoi nous l’avons de´veloppe´e ici.
Remarque 2.24. Soit F un sous-faisceau donne´ de E, d’apre`s ce qui pre´ce`de,
la condition G ⊂ F est e´quivalente a` (Id − π1) ◦ π = 0 ou` π1 (resp. π) est la
projection associe´e a` F (resp. G). C’est une condition ferme´e pour la convergence
au sens des ﬁbre´s holomorphes faibles. En utilisant le raisonnement pre´ce´dent,
on obtient donc :
Corollaire 2.25. Soit E un ﬁbre´ vectoriel sur (X,g). Si F est un sous-faisceau
cohe´rent de E ou un quotient sans torsion de E (c’est-a`-dire F = E/G) alors F
admet une unique ﬁltration de Harder-Narasimhan.
Il est possible de raﬃner un peu la ﬁltration en de´composant les facteurs
semi-stables en drapeaux dont les facteurs sont stables. Plus pre´cise´ment :
Proposition 2.26. Soit E un faisceau cohe´rent sans torsion semi-stable sur
(X, g). Alors, E posse`de un unique drapeau (a` isomorphisme pre`s)
0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ Es−1 ⊂ Es = E
avec
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1. µ(E) = µ(Ej/Ej−1), 1  j  s,
2. Ej/Ej−1 est stable, 1  j  s.
De´monstration. La preuve est la meˆme que dans le cas alge´brique, voir par
exemple [Sha77]. On fait une de´monstration par re´currence sur le rang de E : on
conside`re un sous-faisceau propre G ⊂ E qui est de meˆme pente que E . S’il n’en
existe pas, E est de´ja` stable et il n’y a rien a` montrer. Sinon on prend G de rang
maximal avec cette proprie´te´. Alors, G est semi-stable avec rang(G) < rang(E),
on peut donc lui appliquer l’hypothe`se de re´currence. Il reste alors juste a` mon-
trer que E/G est stable. Soit F/G ⊂ E/G un sous-faisceau propre. Puisque G ⊂ F ,
on a µ(F) < µ(E) et donc µ(E) < µ(E/F). D’autre part µ(E/G) = µ(E) ce qui
permet de conclure que µ(F/G) < µ(E/G).
Le drapeau ainsi obtenu en de´veloppant les facteurs d’une FHN est appele´
une Filtration de Harder-Narasimhan comple`te.
2.4 Autres notions de stabilite´
On trouve dans la litte´rature de nombreuses autres notions de stabilite´, toutes
relie´es a` des proble`mes de ge´ome´trie diﬀe´rentielle (du type condition de Hermite-
Einstein). Il est possible d’adapter les me´thodes de´crites ici pour obtenir de
manie`re analogue une ﬁltration de Harder-Narasimhan dans certains cas.
Une de ces notions est celle de ﬁbre´ de Higgs utilise´e par Simpson ([Sim88])
pour de´crire les variations des structures de Hodge. Un ﬁbre´ de Higgs sur une
varie´te´ complexe compacte X est une paire (E, θ) ou` E est un ﬁbre´ vectoriel
complexe et θ : E → E ⊗ Ω1X est appele´ un champ de Higgs. On suppose
usuellement que la condition d’inte´grabilite´ θ ∧ θ = 0 est ve´riﬁe´e. Pour de´ﬁnir
la notion de stabilite´ pour un ﬁbre´ de Higgs, on conside`re les sous-faisceaux de
Higgs, c’est-a`-dire les sous-faisceaux F de E qui sont pre´serve´s par θ.
De´finition 2.27. Soit (X, g) une varie´te´ compacte munie d’une me´trique de
Gauduchon. Le ﬁbre´ de Higgs (E, θ) est g-stable (resp. g-semi-stable) si quel que
soit le sous-faisceau cohe´rent F , invariant par θ, avec 0 < rangF < rangE, on a
µ(F) < µ(E) (resp. µ(F)  µ(E)).
Cette notion de stabilite´ est relie´e elle aussi a` un proble`me de ge´ome´trie
diﬀe´rentielle du type Hermite-Einstein. La condition a` ve´riﬁer est la meˆme que
dans le cas standard mais on conside`re la connexion induite par la me´trique et
l’application θ au lieu de la connexion de Chern (voir [Sim88]).
On peut rede´ﬁnir dans ce cadre une notion de ﬁltration de Harder-Narasim-
han
De´finition 2.28. Soit (X, g,E, θ) un ﬁbre´ de Higgs. On appelle ﬁltration de
Harder-Narasimhan de E tout drapeau :
0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ Es−1 ⊂ Es = E
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de sous-faisceaux de E ve´riﬁant les deux proprie´te´s suivantes :
1. chaque Ei est invariant par θ.
2. Ei est le sous-faisceau de E invariant par θ, contenant strictement Ei−1 et
de pente maximale parmi les sous-faisceaux ve´riﬁant cette proprie´te´.
Alors, E1 est un sous-faisceau stable par θ et g-semi-stable, il est maximal avec
ces proprie´te´s.
Le the´ore`me 2.18 a un analogue dans cette situation :
The´ore`me 2.29. Soit (X, g) une varie´te´ compacte munie d’une me´trique de
Gauduchon g et (E, θ) un ﬁbre´ de Higgs sur X. Alors, il admet une unique
ﬁltration de Harder-Narasimhan.
De´monstration. La de´monstration est la meˆme que dans le cas des ﬁbre´s sans
structure de Higgs, simplement il faut ve´riﬁer que les sous-faisceaux maximaux
que l’on construit sont bien stables par θ. Mais comme on l’a vu, la condition de
stabilite´ par θ peut eˆtre e´crite en terme d’annulation de projecteurs et elle passe
a` la limite lors de la convergence des sous-ﬁbre´s holomorphes faibles.
Dans un article re´cent ([Bra95]), S. B. Bradlow donne une correspondance
plus profonde entre la notion de ﬁltration de Harder-Narasimhan et celle d’e´-
quation de Hermite-Einstein (cf. les ge´ne´ralite´s). Son ide´e est que la ﬁltration de
Harder-Narasimhan de´crit de manie`re alge´brique le comportement d’un ﬁbre´ non
semi-stable. Ce comportement peut-eˆtre de´crit par une me´thode de ge´ome´trie di-
ﬀe´rentielle a` l’aide de re´sultats dus a` Guan ([Gua92]) :
The´ore`me 2.30 ([Gua92]). Soit E un ﬁbre´ vectoriel sur X. Soit m (respec-
tivement m′) un nombre re´el et supposons que E admette une me´trique h telle
que
i
2π
ΛgRE,h  mId (resp.
i
2π
ΛgRE,h  m′Id)
c’est-a` dire telle que i2πΛgRE,h−mId (resp. m′Id− i2πΛgRE,h) est un endomor-
phisme semi-de´ﬁni ne´gatif. Alors
µ(F)  m (resp. µ(E/F)  m′)
pour tous les sous-faisceaux F ⊂ E.
Suivant cette ide´e Bradlow s’inte´resse a` l’existence de solutions pour des
ine´quations du type
i
2π
ΛgRE,h  mId
pour un certain choix du nombre re´el m. Les “bonnes” valeurs de m pour les
quelles il y a des solutions sont relie´es aux pentes des diﬀe´rents sous-faisceaux de
la ﬁltration de Harder-Narasimhan. Pour de´montrer ces re´sultats dans un cadre
ge´ne´ral (varie´te´ X de dimension quelconque), Bradlow se sert d’un autre notion
de stabilite´ de´ja` utilise´e dans son article [Bra91] qui est celle de λ-stabilite´ :
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De´finition 2.31. E´tant donne´ un nombre re´el λ, on dit qu’une paire (E,ϕ)
compose´e d’un ﬁbre´ vectoriel holomorphe E et d’une section ϕ ∈ H0(X,E) est
λ-stable (resp. λ-semi-stable) si les conditions suivantes sont satisfaites :
1. µ(F) < λ (resp.  λ) pour tout sous-faisceau holomorphe F ⊂ E ;
2. µ(E/G) > λ (resp.  λ) pour tout sous-faisceau holomorphe propre G ⊂ E
contenant la section ϕ.
Comme les autres notions rencontre´es, celle-ci est relie´e a` un proble`me de
ge´ome´trie diﬀe´rentielle a` travers le the´ore`me suivant :
The´ore`me 2.32 ([Bra91]). Supposons que la paire (E,ϕ) soit λ-stable pour
une certaine valeur de λ. Alors l’e´quation de Vortex
i
2π
ΛgRE,h +
1
2π
ϕ⊗ ϕ = λId
a une unique solution h.
Re´ciproquement, supposons que pour une certaine valeur λ il existe une me´-
trique hermitienne h sur E ve´riﬁant l’e´quation ci-dessus. Alors E scinde holo-
morphiquement en E = Eϕ ⊕Es ou`
1. Es est non vide et somme directe de ﬁbre´s stables de meˆme pente ;
2. Eϕ contient la section ϕ et (Eϕ, ϕ) est λ-stable.
Comme pour les autres exemples de stabilite´s, il semble naturel de vouloir
de´ﬁnir ici une ﬁltration de Harder-Narasimhan relie´e a` ce proble`me. C’est tou-
tefois beaucoup plus diﬃcile ici car il paraˆıt ne pas y avoir de bonne notion de
“sous-faisceau semi-stable maximal”. En eﬀet si
sup
F⊂E
µ(F) > inf
ϕ⊂G⊂E
µ(E/G)
alors le ﬁbre´ est non semi-stable pour toute valeur du parame`tre λ et les me´thodes
utilise´es ici ne permettent pas de conclure en l’existence d’un sous-faisceau qui
re´aliserait la condition de stabilite´ pour une certaine valeur de λ.
Il serait pourtant inte´ressant de pouvoir associer a` toute notion de stabilite´
une telle ﬁltration.
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Chapitre 3
Le cas ge´ne´ral
3.1 Les faisceaux re´flexifs
La me´thode pre´ce´demment de´veloppe´e utilise de manie`re essentielle des me´-
triques de´ﬁnies sur le ﬁbre´ conside´re´ et des prolongements de sections de´ﬁnies
en dehors de la codimension 2. Il est donc naturel d’essayer d’e´tendre la the´orie
tout d’abord pour les faisceaux re´ﬂexifs.
Tout faisceau re´ﬂexif e´tant localement libre en dehors d’un sous-ensemble
analytique de codimension au moins trois, on pourrait munir sa partie locale-
ment libre d’une me´trique hermitienne pour appliquer directement les me´thodes
pre´ce´dentes. Mais, ne travaillant plus sur une base compacte, on tombe sur plu-
sieurs proble`mes de convergence, en particulier celui de l’inte´grabilite´ de la cour-
bure moyenne qui nous sert a` majorer le degre´. Il est encore possible dans le
cas ka¨hlerien de munir ce faisceau d’une me´trique admissible avec de “bonnes”
proprie´te´s de ce point de vue. Ces me´triques sont de´crites dans un article de S.
Bando et Y-T. Siu [BS94], mais uniquement dans le cas ka¨hlerien : elles ve´riﬁent
que le tenseur de courbure est L2 et que leur courbure moyenne est borne´e
uniforme´ment. Si l’on suit cette voie, il reste un proble`me : celui d’e´tendre les
sous-faisceaux obtenus par cette me´thode (et donc de´ﬁnis sur le comple´mentaire
d’un ensemble analytique) sur toute la varie´te´. Pour e´viter ces e´cueils, nous al-
lons plonger localement notre faisceau re´ﬂexif dans un ﬁbre´, travailler dans ces
cartes locales puis, recoller les morceaux.
Soit donc E un faisceau re´ﬂexif de rang r sur (X, g). Prenons un recouvrement
ﬁni {Ui}i∈I de X et des re´solutions locales · · · → E1,i → E0,i → E|Ui → 0 de E
par des ﬁbre´s vectoriels holomorphes qui ve´riﬁent la proprie´te´ de commutativite´
suivante :
E1,i  E

0,i
ϕi E|Ui∩Uj  0
E1,j
 E0,j
ϕji

ϕj E|Ui∩Uj

 0
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ou` ϕji est un isomorphisme ve´riﬁant ϕ

ii = Id. En dualisant les suites exactes, on
obtient le diagramme commutatif :
0  E|Ui∩Uj
ϕi  E0,i
ψi  E1,i
0  E|Ui∩Uj

ϕj  E0,j
ϕji
 ψj  E1,j
On voit, localement, E comme un sous-faisceau d’un ﬁbre´ vectoriel holo-
morphe E0,i. Le faisceau re´ﬂexif E est localement libre en dehors d’un ensemble
analytique de codimension trois et les ϕi re´alisent, en dehors d’un sous-ensemble
analytique S de codimension au moins deux, un plongement de E = E|(X\S)∩Ui
dans E0,i, en tant que sous-ﬁbre´ holomorphe. En eﬀet, on a l’isomorphisme
ψi(E0,i)  E0,i/E|Ui et on en de´duit que le faisceau E0,i/E|Ui est comme sous-
faisceau de E1,i un faisceau sans torsion, son ensemble de singularite´ est donc de
codimension au moins deux.
Prenons une me´trique hermitienne h˜i quelconque sur E0,i et une partition
de l’unite´ {ρi}i∈I compatible avec le recouvrement {Ui}. Soit hi =
∑
j ρjϕ

jih˜j .
Alors, les me´triques images re´ciproques ϕi hi co¨ıncident et de´ﬁnissent une meˆme
me´trique hermitienne h sur E en dehors de S.
Comme dans le cas localement libre, on peut se restreindre a` e´tudier les
sous-faisceaux sature´s de E (cf. prop 1.11) et on notera Ap l’ensemble des sous-
faisceaux de E de rang p dont le quotient E/F est sans torsion.
Suivant les notations de Kobayashi, on notera l’ensemble de singularite´s d’un
faisceau F , c’est-a`-dire le lieu ou` il n’est pas localement libre, par Sn−1(F).
Pour F dans Ap, les ensembles de singularite´s Sn−1(F) et Sn−1(E/F) sont de
codimension 2. Dans toute la suite, on notera en caracte`res droits la restriction
des sous-faisceaux de E la` ou` ce sont de vrais sous-ﬁbre´s des E0,i : c’est a` dire
que si V = Sn−1(F)∪Sn−1(E/F)∪S, on note F = F|X\V , et on remarquera que
V est toujours de codimension au moins 2 (par ensemble singulier de F on se
re´fe`rera dans toute la suite a` cet ensemble V ). Pour simpliﬁer, on notera encore
h la me´trique induite sur F par celle de E. On peut de´ﬁnir sur X \ V la forme
c1(F, h), trace de la courbure de la connexion de Chern associe´e a` h. En notant
Fi (resp. Fi) le plongement de ϕi(F) (resp. ϕi(F )) dans E0,i, on remarquera que
sur Ui \ (V ∩ Ui), c1(F, h) = c1(Fi, hi) par construction de h.
3.1.1 Le degre´ d’un sous-faisceau
On conside`re dans cette section un sous-faisceau F ∈ Ap de E de rang p et
on garde les notations introduites juste au-dessus. On a une formule tout a` fait
analogue au cas localement libre :
Proposition 3.1 (Formule de Chern-Weil).
deg(F) =
∫
X\V
c1(F, h) ∧ ωn−1g (3.1)
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c’est a` dire que le degre´ peut se calculer avec la “partie sous-ﬁbre´” de F .
De´monstration. On s’inspire du cas localement libre en utilisant les plongements
locaux de E dansE0,i. On conside`re le ﬁbre´ en droites detF . Le morphisme injectif
de faisceaux l : detF ↪→ (∧pE) induit sur chaque ouvert Ui des morphismes
de faisceaux li : detF ↪→ ∧pE0,i. Soit α une section holomorphe locale de detF ,
posons alors
Wi = {x ∈ Ui | li(α)(x) = 0}.
Sur Ui ∩Uj , lj(α)(x) = (ϕ∧pj ◦ l)(α)(x) = (ϕ∧pji ◦ϕ∧pi ◦ l)(α)(x) et puisque ϕji est
un isomorphisme, Wi|Uj = Wj|Ui . Appelons W le sous-espace analytique obtenu
en recollant les Wi. Il est de codimension supe´rieure ou e´gale a` deux car W ⊂ V .
On suit maintenant la de´monstration de la proposition 2.4. Soit u la me´trique
obtenue par recollement des li (∧phi). Alors, u de´ﬁnit une structure hermitienne
naturelle sur detF|X\W induite par les me´triques hi, et cette me´trique de´ge´ne`re
sur W . Soit u une structure hermitienne sur detF au-dessus de X tout entier.
On de´montre exactement comme dans le cas des ﬁbre´s le lemme suivant :
Lemme 3.2. ∫
X
c1(detF , u) ∧ ωn−1g =
∫
X\W
c1(detF , u) ∧ ωn−1g .
En eﬀet, la preuve n’utilise essentiellement que la codimension de W et le
fait que g est une me´trique de Gauduchon.
On de´duit de ce lemme que
degF =
∫
X\V
c1(detF , u) ∧ ωn−1g =
∫
X\V
c1(F, h) ∧ ωn−1g
ce qui ache`ve la preuve de la proposition.
3.1.2 Borne sur le degre´
Proposition 3.3.
1. Le degre´ est majore´ sur tous les sous-faisceaux cohe´rents sans torsion de E
2. Soit c un re´el ﬁxe´ et F ∈ Ap un sous-faisceau de E ve´riﬁant deg(F) 
c. Alors, la forme c1(F, h) ∧ ωn−1g de´ﬁnie sur X \ V est inte´grable, on
entend par la` que sa fonction de densite´ est L1. De plus la borne L1 est
inde´pendante du sous-faisceau F conside´re´ et ne de´pend que de c et de la
re´solution choisie.
De´monstration.
1. Dans toute la suite, on se ﬁxe un sous-recouvrement Vi ⊂ Vi ⊂ Ui de {Ui}
tel que Vi soit relativement compact dans Ui. On notera encore ϕi les restrictions
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a` Vi des plongements locaux de E . Soit F ∈ Ap un sous-faisceau re´ﬂexif de E .
Alors sur Vi \ (Vi ∩ V ),
c1(F, h) ∧ ωn−1g = c1(Fi, hi) ∧ ωn−1g =
1
2πn
tr(KFi).ω
n
g ,
ou` KFi de´signe la courbure moyenne de la connexion de Chern. Notons alors
comme d’habitude πi (resp. a10i ) le projecteur hermitien de (E0,i, hi) sur Fi (resp.
la seconde forme fondamentale associe´e a` la suite exacte 0 → Fi → E0,i →
E0,i/Fi → 0). Ces deux objets sont de´ﬁnis presque partout sur Ui et C∞ sur
Ui \ (Ui ∩ V ). On a alors la relation entre les courbures :
tr(KFi) = tr(KE0,i ◦ πi)− |a10i |2.
Or, la courbure moyenne KE0,i est une section C
∞ du ﬁbre´ EndE0,i sur tout Ui.
L’endomorphisme πi e´tant un projecteur hermitien, on peut borner, sur tous les
compacts Vi, le premier terme du membre de droite :
|tr(KE0,i ◦ πi)| 
∑
l,k
|KE0,i lk |  sup
Vi
∑
l,k
|KE0,i lk| M
ou` M est une constante inde´pendante de πi (donc de F) et de i (le nombre des
Vi est ﬁni). Par conse´quent, la fonction tr(KF ) est majore´e uniforme´ment sur
X \ V inde´pendamment de F et par conse´quent le degre´ deg(F) aussi ce qui
montre le premier point.
2. Supposons qu’il existe un certain re´el c tel que∫
X\V
c1(F, h) ∧ ωn−1g =
1
2πn
∫
X\V
tr(KF ).ωng  c
En combinant cette hypothe`se avec ce que l’on vient de de´montrer, on voit que
la fonction tr(KF ) est inte´grable sur X \ V . En eﬀet, en notant f+ (resp. f−) la
partie positive (resp. ne´gative) d’une fonction f , on a tr(KF )+  tr(KE0,i)+ M
sur Vi, ce qui implique que la partie positive de la fonction tr(KF ) est inte´grable
sur X. Par suite, puisque l’inte´grale impropre
∫
X tr(KF ).ω
n
g converge, on en
de´duit que
∫
X tr(KF )
−.ωng < +∞ ce qui de´montre le fait que tr(KF ) est L1. De
plus la borne pour la norme L1 sur X s’exprime en fonction de c et M et est
donc inde´pendante de F .
3.1.3 Sous-faisceau maximal
Montrons l’existence d’un sous-faisceau de degre´ maximal.
Proposition 3.4. Pour tout 0 < p < rangE, il existe un sous faisceau F ∈ Ap
tel que
degF = sup
G∈Ap
degG.
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De´monstration. D’apre`s la proposition 3.3, le degre´ est borne´ sur l’ensemble des
sous-faisceaux de E . Soit alors, (Fm)m∈  une suite de sous-faisceaux de Ap qui
converge vers le supremum des degre´s que l’on notera M . L’ide´e est de se ramener
a` e´tudier des sous-faisceaux d’un vrai ﬁbre´ en utilisant les plongements locaux
ϕi.
La me´trique hi sur Ui, avec la structure complexe de E0,i, nous permet de
de´ﬁnir les espaces de Sobolev L2(Vi,EndE0,i) et L21(Vi,EndE0,i). On va donc
travailler dans la famille ﬁnie d’espaces
∐
i L
2
1(Vi,EndE0,i). Sur chaque ouvert
du recouvrement {Ui}, on regarde le sous-faisceau Fmi = ϕi(Fm) de E0,i et
son projecteur πmi associe´. Alors, π
m
i est un e´le´ment de l’espace de Sobolev
L21(Vi,EndE0,i). En eﬀet, la norme L
2 de πmi est borne´e sur tout Ui car elle
s’exprime en fonction de la trace du projecteur. Quant a` celle de la de´rive´e,
dAiπ
m
i , ou` dAi de´signe la connexion de Chern de (E0,i, hi), comme on l’a de´ja` vu
au paragraphe 2.2, il suﬃt pour la borner de majorer la norme L2 de la seconde
forme fondamentale a10mi . Or, la fonction tr(KFm) est inte´grable et sa norme
L1 ne de´pend pas de m d’apre`s le second point de la proposition 3.3, donc, en
utilisant sur Vi la formule :
tr(KFmi ) = tr(KE0,i ◦ πmi )− |a10
m
i |2
on obtient :∫
Vi
|a10mi |2.ωng =
∫
Vi
tr(KE0,i ◦ πmi ).ωng −
∫
Vi
tr(KFmi ).ω
n
g  C, ∀i,m
puisque les deux termes de droite sont borne´s inde´pendamment de m d’apre`s
ce qui pre´ce`de. Par suite, πm = (πmi ) ∈
∐
i L
2
1(Vi,EndE0,i). De plus, chaque π
m
i
satisfait aux conditions des sous-ﬁbre´s holomorphes faibles du ﬁbre´ E0,i.
Pour tout i, la suite (πmi )m est borne´e, donc on peut en extraire une sous-
suite qui converge faiblement vers πi ∈ L21(Vi,EndE0,i). Le nombre d’ouverts du
recouvrement e´tant ﬁni, on peut supposer que la meˆme suite converge pour tout
i. Il y a convergence forte dans L2 (a` extraction d’une sous-suite pre`s) et la limite
πi est un sous-ﬁbre´ holomorphe faible de E0,i sur Vi (meˆme de´monstration que
dans le cas ﬁbre´ (voir la proposition 2.13). Notons (Fi)i la famille ﬁnie de sous-
faisceaux cohe´rents re´ﬂexifs associe´s par le the´ore`me d’Uhlenbeck (thm. 2.10).
Remarquons ici que la de´monstration de l’existence du sous-faisceau associe´ est
purement locale, le re´sultat d’Uhlenbeck reste donc valide sur Vi.
Il reste a` voir que les Fi se recollent bien pour donner un sous-faisceau de
E et que ce sous-faisceau est de degre´ maximal. Rappelons le lemme qui justiﬁe
l’utilisation des projecteurs pour caracte´riser les inclusions de faisceaux (voir
lemme 2.6) :
Lemme 3.5. Soit s une section holomorphe locale de E0,i au-dessus de U ⊂ Vi.
Alors les solutions de l’e´quation
πi(s) = s (presque partout)
sont exactement les sections locales de Fi sur U .
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Quels que soient m, i, j, on a par construction ϕji(Fmi ) = Fmj , ce qui s’ex-
prime par (Id − πmj ) ◦ ϕji ◦ πmi = 0 pour tout (i, j,m). Cette condition passe
a` la limite car il y a convergence en norme L2 des πmi . Donc, pour tout (i, j),
(Id− πj) ◦ ϕji ◦ πi = 0. Soit alors s une section locale de Fi, on a :
πj(ϕji(s)) = πj(ϕji(s)) + (Id− πj)(ϕji(s)) = ϕji(s)
ce qui avec le lemme montre l’inclusion ϕji(Fi) ⊂ Fj , et donc par syme´trie
ϕji(Fi) = Fj .
Par le meˆme raisonnement, Fi est un sous-faisceau de ϕi(E) (on l’exprime en
tant que projecteur). On peut donc de´ﬁnir sur Vi l’image inverse de Fi par ϕi,
les deux de´ﬁnitions possibles co¨ıncident sur Vi∩Vj . On notera F ce sous-faisceau
de E , c’est un e´le´ment de Ap puisqu’il est sans torsion et de quotient sans torsion
puisqu’on a une injection E/F ↪→ E0,i/Fi.
Il reste a` montrer que F est bien de degre´ maximal.
Lemme 3.6. Si sur chaque Vi, F est limite au sens des sous-ﬁbre´s holomorphes
faibles des Fm, alors degF  lim sup degFm.
De´monstration. Rappelons la formule de Chern-Weil (lemme 3.1) :
degF =
∫
X\V
1
2πn
tr(KF ).ωng
Soit (ρi)i∈I une partition C∞ de l’unite´ associe´e au sous recouvrement Vi, alors :∫
X\V
tr(KF ).ωng =
∑
i
∫
Vi
ρitr(KF ).ωng
=
∑
i
∫
Vi
ρitr(KFi).ω
n
g
=
∑
i
(
∫
Vi
ρitr(KE0,i ◦ πi).ωng −
∫
Vi
ρi|a10i |2.ωng )
or, la courbure moyenne KE0,i est C
∞ sur Ui de sorte que la convergence L2 de
πmi vers πi implique la convergence L
1 de tr(KE0,i ◦ πmi ) vers tr(KE0,i ◦ πi) sur
Vi donc,
lim
m→∞
∫
Vi
ρitr(KE0,i ◦ πmi ).ωng =
∫
Vi
ρitr(KE0,i ◦ πi).ωng
On a convergence faible en norme L2 de
√
ρia
10m
i vers
√
ρia
10
i ce qui assure,
d’apre`s le lemme 2.15,
lim inf
∫
Vi
|√ρia10mi |2.ωng 
∫
Vi
|√ρia10i|2.ωng
On en de´duit que degF  lim supdegFm.
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On a donc degF  M puisque degFm converge vers M . Mais, M e´tant
la borne supe´rieure des degre´s sur Ap, degF = M et on a trouve´ le faisceau
de´sire´.
Comme corollaire, on retrouve imme´diatement l’analogue du lemme 2.19 dans
le cadre des faisceaux re´ﬂexifs :
Proposition 3.7. Soit E un faisceau re´ﬂexif sur (X, g). Il existe un unique sous-
faisceau E1 de E de quotient E/E1 sans torsion et tel que pour tout sous-faisceau
F de E,
1. µ(F)  µ(E1) i.e. E1 est de pente maximale,
2. Si µ(F) = µ(E1) alors rang(F)  rang(E1).
en particulier E1 est semi-stable.
L’existence de´coule de la proposition que l’on vient de de´montrer. Quant a`
l’unicite´, elle se prouve comme dans le lemme 2.19.
De´finition 3.8. On appellera l’unique faisceau E1 donne´ par la proposition 3.7
le sous-faisceau maximal de E .
Ce faisceau E1 est le premier terme de la ﬁltration de Harder-Narasimhan de
E . Comme dans le cas des ﬁbre´s, il serait possible de de´montrer de`s a` pre´sent
l’existence de la ﬁltration (en conside´rant les sous-faisceaux qui contiennent E1
et en faisant une re´currence). Mais, plutoˆt que d’utiliser cette me´thode, nous
allons ge´ne´raliser le lemme 3.7 aux faisceaux sans torsion.
3.2 Les faisceaux sans torsion
Soit E un faisceau sans torsion sur une varie´te´ complexe compacte X munie
d’une me´trique de Gauduchon g.
Le morphisme canonique E ↪→ E est injectif (car E est sans torsion) et le
bidulalise´ E est un faisceau re´flexif. D’apre`s ce qui pre´ce`de, il admet donc un
unique sous-faisceau E1 ⊂ E de pente maximale (cf prop. 3.7). On va construire
un sous-faisceau de E avec la meˆme proprie´te´. L’ide´e la plus simple et qui se re´ve`le
eˆtre la bonne est d’intersecter le sous-faisceau E1 avec E . Rappelons que si l’on
conside`re deux sous-faisceaux H et G d’un meˆme faisceau F , le sous-faisceau
G ∩H est bien de´ﬁni comme noyau du morphisme canonique G → F/H. Posons
F1 = E∩E1. Comme sous-faisceau d’un faisceau sans torsion, F1 est sans torsion.
Proposition 3.9. Le faisceau F1 = E ∩ E1 est le sous-faisceau maximal de E et
ve´riﬁe µ(E1) = µ(F1).
De´monstration. Par de´ﬁnition, le noyau du morphisme naturel obtenu par com-
position de l’injection de E1 ↪→ E et de la surjection E → E/E est exacte-
ment E ∩ E1 = F1. On a donc la suite exacte suivante :
(∗) 0 −−−−→ E1/F1 −−−−→ E/E −−−−→ T −−−−→ 0
ou` T de´signe le quotient des deux faisceaux. Remarquons alors les faits suivants :
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– E/E est un faisceau de torsion, donc E1/F1 et T sont e´galement de torsion.
– le ﬁbre´ en droite det(E/E) est trivial. En eﬀet, E e´tant sans torsion,
detE = (detE) = (detE) = detE et de plus, on a la relation detE =
detE ⊗ det(E/E) d’ou` le re´sultat souhaite´.
On va montrer que F1 et E1 ont la meˆme pente. Remarquons tout d’abord que les
deux faisceaux ont le meˆme rang. Pour comparer leur degre´, on utilise le lemme
suivant :
Lemme 3.10. Soit Q un faisceau de torsion tel que detQ soit trivial. Si
0 −−−−→ Q′ −−−−→ Q −−−−→ Q′′ −−−−→ 0
est une suite exacte de faisceaux, alors detQ′ et detQ′′ sont triviaux.
De´monstration. Remarquons tout d’abord que Q′ et Q′′ sont tous les deux de
torsion. Donc d’apre`s un re´sultat classique (voir par exemple [Kob87] prop. 6.14
chap. V), il existe des sections globales non triviales σ′ et σ′′ de detQ′ et detQ′′
respectivement. De plus, on a la relation entre les ﬁbre´s en droites : detQ =
detQ′⊗detQ′′. Regardons donc la section σ = σ′⊗σ′′ de detQ. C’est une section
globale de ce ﬁbre´ en droites trivial, c’est-a`-dire une fonction holomorphe sur la
varie´te´ compacte X, elle est donc constante. Or, σ ne peut eˆtre identiquement
nulle car σ′ et σ′′ s’annulent au plus sur un sous-ensemble de codimension 1. Par
suite, σ = c = 0 ce qui montre que les deux ﬁbre´s line´aires detQ′ et detQ′′ sont
triviaux.
Appliquons ce lemme a` la suite exacte (), on obtient detE1 = detF1. Les deux
faisceaux ont donc le meˆme degre´ par rapport a` toute me´trique de Gauduchon
et donc la meˆme pente : µ(E1) = µ(F1).
Il est alors facile de montrer la proposition : si G est un sous-faisceau quel-
conque de E , c’est un sous-faisceau de E et sa pente est infe´rieure ou e´gale a`
celle de E1 donc a` celle de F1. Le meˆme raisonnement marche pour les rangs. On
a donc trouve´ le sous-faisceau maximal de E .
L’unicite´ de ce sous-faisceau de´coule du lemme 2.19 (cf la remarque suivant
la de´monstration). On a donc de´montre´ l’analogue de la proposition 3.7 dans le
cas sans torsion et construit l’unique sous-faisceau maximal F1 de E qui est le
premier terme de la FHN de E .
Le the´ore`me principal en de´coule par re´currence sur le rang de E : soit le
faisceau sans torsion E/F1 est semi-stable et 0 ⊂ F1 ⊂ E est la FHN de E , soit il
ne l’est pas et on applique l’hypothe`se de re´currence au faisceau E/F1, puisque
rang(E/F1) < rang(E). En ﬁn de compte, on a montre´ :
The´ore`me 3.11 (Filtration de Harder-Narasimhan). Soit (X, g) une varie´-
te´ complexe compacte de dimension n munie d’une me´trique de Gauduchon. Soit
E un faisceau cohe´rent sans torsion sur X. Alors E admet une unique ﬁltration
de Harder-Narasimhan.
Remarque 3.12. De part le choix fait a` chaque e´tape, la seconde proprie´te´ de la
de´ﬁnition 1.14 est automatiquement ve´riﬁe´e.
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bien suˆr, on peut aussi de´ﬁnir ici la ﬁltration de Harder-Narasimhan com-
ple`te.
3.3 Polygone de Harder-Narasimhan
On peut donner une autre interpre´tation de la ﬁltration de Harder-Narasim-
han a` travers le the´ore`me suivant :
De´finition 3.13. Soit D = (F0 ⊂ · · · ⊂ Fl ⊂ E) un drapeau de sous-faisceaux
de E , on appelle polygone du drapeau D la ligne polygonale de R2 forme´e par la
suite de points p(Fi) = (rangFi,degFi) pour 0  i  l. On appellera polygone de
Harder-Narasimhan le polygone associe´ a` la ﬁltration de Harder-Narasimhan.
The´ore`me 3.14. Soit E un faisceau sans torsion sur (X, g) et
0 = E0 ⊂ · · · ⊂ Es = E
sa ﬁltration de Harder-Narasimhan. Soit F un sous-faisceau sans torsion de E,
alors le point p(F) = (rangF ,degF) de R2 est situe´ au-dessous du polygone de
Harder-Narasimhan. De plus, si p(F) appartient a` un segment [p(Ei−1), p(Ei)]
pour 1  i  s, alors F ve´riﬁe Ei−1 ⊂ F ⊂ Ei.
Autrement dit, conside´rons dans le plan R2 l’ensemble des points de la
forme (rangF ,degF) ou` F est un sous-faisceau sans torsion de E . Son enveloppe
convexe est de´limite´e vers le haut par une ligne polygonale brise´e concave
p0 = (0, 0), p1, · · · , pl = (rangE ,degE)
Cette ligne brise´e correspond au polygone de Harder-Narasimhan et chaque point
pi correspond a` un unique sous-faisceau sature´ Ei (voir ﬁgure 3.1 page 49).
De´monstration du the´ore`me 3.14. On fait une re´currence sur la longueur de la
ﬁltration de Harder-Narasimhan.
Si E est semi-stable (c’est a` dire que la ﬁltration est de longueur 1) il n’y a
rien a` de´montrer.
Supposons donc le re´sultat de´montre´ pour tout faisceau sans torsion admet-
tant une FHN de longueur s − 1 et soit E un faisceau sans torsion et 0 = E0 ⊂
· · · ⊂ Es = E sa FHN. Soit F un sous-faisceau sans torsion quelconque de E .
Si µ(F) = µ(E1), alors par de´ﬁnition de E1, on a rangF < rangE1 et p(F) est
bien en-dessous du polygone de Harder-Narasimhan. Sinon, on peut supposer
que F = 0 et µ(F) < µ(E1). On conside`re le morphisme F u−→ E/E1 et on pose
K = Ker(u) et Q = Im(u), on a donc la suite exacte suivante :
0 → K → F → Q → 0
donc par de´ﬁnition p(F) = p(K) + p(Q) = [p(Q) + p(E1)] + [p(K) − p(E1)].
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On remarque alors que puisque Q est un sous-faisceau du faisceau E/E1,
l’hypothe`se de re´currence s’applique a` Q et le terme [p(Q) + p(E1)] se situe donc
au-dessous du polygone de Harder-Narasimhan de E mais pas au-dessous du
premier segment de ce polygone.
Le terme [p(K)− p(E1)] est un vecteur de pente supe´rieure a` µ(E1) et oriente´
vers le bas puisque E1 est semi-stable.
Le polygone de Harder-Narasimhan de E e´tant concave (cf la seconde condi-
tion de la de´ﬁnition de la ﬁltration), le point p(F) est situe´ au-dessous de ce
polygone ce qui ache`ve la re´currence.
p(E1)
p(K)
p(Q) + p(E1)
p(F)
degre´
rang
Si p(F) est situe´ sur le segment [p(Ei−1)p(Ei)], il est ne´cessaire que p(K) =
p(E1) et donc que E1 ⊂ F . En appliquant l’hypothe`se de re´currence, on obtient
que Ei−1/E1 ⊂ F/E1 ⊂ Ei/E1 et donc que Ei−1 ⊂ F ⊂ Ei.
On peut alors interpre´ter la ﬁltration de Harder-Narasimhan comple`te comme
l’ensemble des sous-faisceaux de E dont la coordonne´e se situe sur le polygone
de Harder-Narasimhan.
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degre´
rang
sous-faisceau de la FHN
sous-faisceau
p(E1)
p(Es)
polygone de Harder-Narasimhan
Fig. 3.1 – Polygone de Harder-Narasimhan
50 CHAPITRE 3. LE CAS GE´NE´RAL
Chapitre 4
Applications aux de´formations
On peut a` partir de ces re´sultats de´montrer un analogue pour les faisceaux du
the´ore`me de convergence de Bishop. Le the´ore`me de Bishop donne la convergence
(a` extraction d’une sous-suite pre`s) d’une suite de diviseurs positifs dont le vo-
lume est borne´. Ici, bien suˆr, nous allons faire l’hypothe`se que le degre´ est borne´
ce qui est fondamentalement la meˆme chose puisque le degre´ du ﬁbre´ associe´ a`
un diviseur positif est son volume a` une constante multiplicative pre`s.
Nous allons conside´rer une famille de ﬁbre´s vectoriels complexes au-dessus
d’une famille diﬀe´rentiable de varie´te´s compactes. On peut voir cette de´formation
comme la donne´e d’une varie´te´ diﬀe´rentiable compacte de dimension paire X,
d’un espace de parame`tres T et d’une famille lisse (Jt)t∈T de structures complexes
sur X, c’est-a`-dire que la section associe´e du ﬁbre´ p1(EndT(X)) au-dessus de
X × T est lisse, ou` p1 : X × T → X est la projection canonique.
On peut munir chaque ﬁbre Xt d’une me´trique de Gauduchon, mais si l’on
veut avoir un controˆle quelconque sur le degre´, il faut eˆtre plus pre´cis et de´montrer
qu’on peut faire varier les me´triques de Gauduchon de manie`re re´gulie`re sur la
de´formation.
4.1 Famille C∞ de me´triques de Gauduchon
N’ayant pas trouve´ de re´fe´rences, nous donnons ici la de´monstration du
re´sultat suivant :
The´ore`me 4.1. Soit (g0t )t une famille de me´triques hermitiennes sur Xt, C∞
en t. Soit t0 dans T . Alors, il existe un voisinage U de t0 dans T et une famille
diﬀe´rentiable de fonctions re´elles strictement positives ϕt ∈ A0(Xt), t ∈ U , telle
que la me´trique hermitienne gt = ϕtg0t soit de Gauduchon et C
∞ en t ∈ U .
De´monstration. A ﬁbre ﬁxe´e, la preuve du the´ore`me de Gauduchon revient a`
trouver une fonction strictement positive re´elle ϕ dans le noyau de l’ope´rateur
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diﬀe´rentiel :
Q : A0(X) → A0(X), Q(ψ) = − i
(n− 1)!  ∂∂(L
n−1
g0
(ψ)),
ou` Lg est l’application produit exte´rieur par ωg (ope´rateur de Lefschetz). En
eﬀet g = ϕ
1
n−1 · g0 est alors de Gauduchon (pour les de´tails de la preuve voir
[LT95] ou [Gau84] et le rappel du de´but).
Fixons donc sur la famille (X,T, (Jt)t∈T ) une famille quelconque de me´triques
hermitiennes (g0t )t∈T , C∞ par rapport au parame`tre t. On de´ﬁnit a` l’aide de ces
me´triques la famille d’ope´rateurs diﬀe´rentiels Qt :
Qt : A0(Xt) → A0(Xt)
ψt → − i(n− 1)! t ∂t∂t(L
n−1
g0t
ψt)
Rappelons tout d’abord quelques proprie´te´s des ope´rateurs Qt : ils posse`dent
un adjoint pour le produit scalaire qui s’exprime comme :
Pt = Qt = iΛg0t ∂t∂t
ou` Λg0t est l’ope´rateur de contraction par ωg0t c’est-a`-dire, l’adjoint de l’ope´ra-
teur de Lefschetz. Les ope´rateurs Pt et Qt sont re´els. On les regarde en tant
qu’ope´rateurs sur l’espace de Hilbert L2(Xt,R) des fonctions L2 sur Xt a` valeur
dans R.
On a alors les re´sultats suivants ([LT95], chap. 7.2) :
Proposition 4.2. {Qt | t ∈ T} est une famille diﬀe´rentiable d’ope´rateurs re´els
fortement elliptiques de degre´ 2. Le noyau de Qt est de dimension constante e´gale
a` 1 et toute fonction de Ker(Qt|C∞(X,)) est de signe constant.
L’ide´e est d’appliquer des re´sultats sur les ope´rateurs fortement elliptiques
auto-adjoints de´ja` utilise´s par Kodaira pour de´montrer l’existence en famille
des structures ka¨hleriennes (cf. [KS60] et l’appendice de [Kod86] pour l’e´nonce´
de´taille´ des re´sultats). Ici, Qt n’est pas auto-adjoint, on va donc conside´rer la
famille d’ope´rateurs (QtQt)t∈T qui est une famille d’ope´rateurs fortement ellip-
tiques d’ordre quatre et auto-adjoints. Remarquons que Ker(Qt) = Ker(QtQt),
ce dernier espace e´tant donc de dimension constante e´gale a` un.
Notons Ft le projecteur orthogonal de L2(Xt) sur la droite Ker(QtQt). Alors,
en utilisant les re´sultats de [Kod86], on a :
Proposition 4.3. Le projecteur Ft est C∞ diﬀe´rentiable en t.
Fixons alors t0 ∈ T et une fonction re´elle strictement positive ψt0 ∈ A0(Xt0)
appartenant au noyau de Qt0 . En posant gt = ψt0g
0
t , on obtient une me´trique de
Gauduchon. On e´tend cette fonction de manie`re C∞ en une famille de fonctions
{ψt ∈ A0(Xt) | t ∈ T}. L’ope´rateur de projection Ft e´tant diﬀe´rentiable en t, on
obtient une famille C∞ en t de fonctions ϕt = Ft(ψt) appartenant au noyau de
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Qt et ve´riﬁant ϕt0 = ψt0 . Par conse´quent, puisque ϕt est C
∞ en (x, t) ∈ X × T ,
ϕt0 strictement positive et X compact, on peut supposer, quitte a` se restreindre
a` un ouvert U , que ϕt est strictement positive quels que soient (x, t) ∈ X × U .
En posant gt = ϕtg0t , on obtient une me´trique de Gauduchon appartenant a`
la classe conforme de gt et C∞ en t.
Il est possible de re´aliser ce meˆme the´ore`me globalement. Supposons nous
donne´e une famille diﬀe´rentiable C∞ de me´triques hermitiennes {g0t | t ∈ T}.
D’apre`s le re´sultat pre´ce´dent, il est possible de trouver, en chaque point t0 de
T , un ouvert U  t0 et une famille diﬀe´rentiable de me´triques de Gauduchon
{gt | t ∈ U} tel que gt soit dans la classe conforme de g0t .
D’apre`s le the´ore`me 1.2, il y a unicite´ de la me´trique de Gauduchon dans
toute classe conforme a` un facteur constant re´el strictement positif pre`s. On a
donc un recouvrement de T par une famille d’ouverts U = {Ui}i∈I sur lesquels
est de´ﬁnie une famille diﬀe´rentiable de me´triques de Gauduchon {git}i∈I . Alors
sur Uij = Ui ∩ Uj, git et gj t sont deux me´triques de Gauduchon sur Xt dans la
meˆme classe conforme. Il existe donc (thm. 1.2) une constante re´elle strictement
positive cij t tel que git = cijt gj t. On de´ﬁnit ainsi des fonction cij t, C
∞ en t sur
Uij et qui forment un cocycle de Z1(U , C∞+ ), ou` C∞+ est le faisceau multiplicatif
des fonctions re´elles strictement positives sur T .
On a donc associe´ a` la famille de me´triques de Gauduchon, un e´le´ment du
premier groupe de cohomologie H1(T,C∞+ ).
Lemme 4.4. Le groupe de cohomologie H1(T,C∞+ ) est nul.
De´monstration. On a un isomorphisme de faisceaux donne´ par l’exponentielle
re´elle :
C∞ exp−−→ C∞+ ,
(l’inverse e´tant donne´ par le logarithme). Or le faisceau C∞ est un faisceau ﬁn,
donc ses groupes de cohomologie Hq(T,C∞), q  1 sont nuls.
On peut donc recoller sur Uij les me´triques de Gauduchon. On a obtenu le
re´sultat :
The´ore`me 4.5. Soit (X,T, (Jt)t∈T ) une famille de varie´te´s complexes compactes
connexes a` base lisse. Soit {g0t | t ∈ T} une famille C∞ de me´triques hermitiennes
sur Xt = ω−1(t). Alors il existe une famille diﬀe´rentiable C∞ de me´triques de
Gauduchon {gt | t ∈ T} de´ﬁnie sur T , telle que g0t soit dans la classe conforme
de gt.
On va donc pouvoir parler de stabilite´ et de degre´ pour n’importe quel fais-
ceau de´ﬁni sur Xt. Conside´rons une famille de ﬁbre´s vectoriels holomorphes
(Et)t∈T , autrement dit, on se donne un ﬁbre´ vectoriel re´el de dimension paire sur
X et une famille re´gulie`re de Jt-semi-connexions (∂t)t∈T . Par re´gulie`re, on entend
que la famille d’ope´rateurs diﬀe´rentiels ∂t : A0

(E) → A1

(E) a des coeﬃcients,
par rapport a` toute trivialisation locale de E, qui de´pendent diﬀe´rentiablement
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de (x, t) ∈ X × T . Munissons la de´formation d’une famille diﬀe´rentiable de
me´triques de Gauduchon (gt)t∈T .
On peut toujours de´ﬁnir a` t ﬁxe´ le degre´ du ﬁbre´ Et (ou d’un sous-faisceau)
par rapport a` gt :
degt(Et) = deggt(Et) =
∫
X
cp(Et) ∧ ωn−1gt .
ou` cp(Et) est un repre´sentant distingue´ , c’est-a`-dire dans l’image de ∂∂, de la
premie`re classe de Chern re´elle de Et (pour un sous-faisceau on conside`re son
ﬁbre´ de´terminant). Plus pre´cise´ment, on prend une me´trique hermitienne h sur
Et et on conside`re la 2-forme : γh = 12πi∂∂log h qui est un repre´sentant de la
classe de Chern pluri-harmonique de Et. Pour une famille diﬀe´rentiable de ﬁbre´s,
on a alors le re´sultat suivant :
Proposition 4.6. L’application t → deggt(Et) est C∞ de T dans R.
De´monstration. Fixons t0 dans la base T et une me´trique hermitienne ht0 dans
la ﬁbre Et0 . On peut e´tendre la me´trique ht0 sur un ouvert V contenant t0
en une famille diﬀe´rentiable C∞ de me´triques {ht | t ∈ V }. Alors, la 2-forme
γt = 12πi∂t∂tlog ht est un repre´sentant de cp(Et). Sur l’ouvert V , on a :
deggt(Et) =
∫
X
1
2πi
∂t∂tlog ht ∧ ωn−1gt .
Puisque X est compacte et l’inte´grande C∞, on a le re´sultat escompte´.
4.2 De´formations, convergence de sous-faisceaux
On obtient le re´sultat de convergence suivant :
The´ore`me 4.7. Soit (X,T, (Jt)t∈T , (gt)t∈T ) une famille de´ﬁnie comme ci-dessus
avec (gt)t∈T une famille de me´triques de Gauduchon et (E, (∂t)t∈T ) une famille
de ﬁbre´s complexes de rang r. Alors pour tout c ∈ R et tout p ∈ {1, · · · , r − 1},
l’ensemble
S(p, c) = {t ∈ T | il existe un sous-faisceau Ft ⊂ (E, ∂t) avec
rang(Ft) = p et µgt(Ft)  c}
est ferme´ dans T .
En fait, de toute famille (Ftm)n∈  de sous-faisceaux de Etm telle que tm →
t0 ∈ T et deggtmFtm est minore´ uniforme´ment, on peut extraire une sous-suite
qui converge au sens des sous-ﬁbre´s holomorphes faibles vers un sous-faisceau
Ft0 ⊂ Et0 .
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De´monstration. On va de´montrer la deuxie`me assertion de la proposition dont
de´coule la premie`re. Pour cela remarquons que l’on peut de´ﬁnir dans chaque ﬁbre
une norme Sobolev note´e L21t sur A
0(EndE) : on munit la de´formation de ﬁbre´s
d’une me´trique ht re´gulie`re par rapport a` t, on conside`re la connexion de Chern
At du ﬁbre´ (E, (∂t), ht). On peut de´ﬁnir de manie`re usuelle
‖a‖L21,t = (
∫
X
|a|2.volg)1/2 + (
∫
X
|dAt(a)|2volg)1/2
pour a ∈ A0(E) ou a ∈ A0(EndE).
Supposons donc avoir une suite de sous-faisceaux Ftm ⊂ Etm ou` tm →
t0 ∈ T . On peut associer a` chaque sous-faisceau son projecteur Sobolev πm ∈
L21tm(EndE) et sa seconde forme fondamentale a
10
m . D’apre`s la formule de Chern-
Weil (cf 3.1) :
‖a10m‖2L2,tm =
∫
X
tr(KEtm ◦ πm).ωngtm − 2πndegtmFtm .
L’endomorphisme KEt est la courbure moyenne associe´e a` la connexion At, il
varie de fac¸on C∞ quand t varie. Le premier terme du membre de droite est donc
borne´ localement au voisinage de t0 inde´pendamment de t et, par hypothe`se, le
degre´ des sous-faisceaux conside´re´s est minore´. On en de´duit que la norme L2tm
de a10m est borne´e inde´pendamment de m. De plus, comme toutes les me´triques
et connexions conside´re´es varient diﬀe´rentiablement en t, les diﬀe´rentes normes
sont toutes e´quivalentes. Plus pre´cise´ment, il existe une constante C > 0 et un
voisinage V de t0 tel que pour tout t ∈ V
C−1‖a‖L2i ,t  ‖a‖L2i ,t0  C‖a‖L2i ,t.
pour i = 0 ou 1.
On regarde tous les projecteurs comme des endomorphismes de E muni de sa
norme L21,t0 . Alors, πm est une suite borne´e pour cette norme. On peut donc en
extraire une sous-suite qui converge faiblement en norme L21,t0 vers un projecteur
π et supposer, quitte a` passer a` une sous-suite, que cette convergence est forte
dans L2t0 . On en de´duit que π
2 = π = π par passage a` la limite. De plus
(∂tmπm)m est uniforme´ment borne´e et converge faiblement vers ∂t0π, car par
hypothe`se, ∂t0πm converge faiblement vers ∂t0π et la famille d’ope´rateurs ∂t
e´tant diﬀe´rentiable, (∂tm−∂t0)πm converge faiblement vers ze´ro. Ceci assure une
convergence au sens des distributions de (Id− πm) ◦ ∂tmπm vers (Id− π) ◦ ∂t0π.
On a donc montre´ que π est un sous-ﬁbre´ holomorphe faible de L21,t0 et on notera
F le sous-faisceau de Et0 associe´.
En utilisant le lemme 3.6, on montre que degt0F  lim sup degtmFtm .
On retrouve comme Corollaire le re´sultat bien connu d’ouverture de la sta-
bilite´ dans une de´formation (cf. [LT95] pour une autre de´monstration).
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The´ore`me 4.8 (Ouverture de la stabilite´). Soit (X,T, (Jt)t∈T , (gt)t∈T ) une
famille de´ﬁnie comme ci-dessus avec (gt)t∈T une famille de me´triques de Gau-
duchon et (E, (∂t)t∈T ) une famille de ﬁbre´s complexes. Alors l’ensemble
{t ∈ T |(E, ∂t) est gt − stable sur (X,Jt)}
est ouvert dans T .
De´monstration. Soit t0 ∈ T tel que (E, ∂t0) soit gt0-stable. Supposons qu’il existe
une suite de parame`tres tn → t0 tels que Etn ne soit pas stable, i.e. il existe
un sous-faisceau Ftn ⊂ Etn ve´riﬁant degFtn  degEtn . D’apre`s la proposition
4.6, l’application t → deggt(Et) est C∞, donc en particulier degEtn est borne´
et converge vers degEt0 . En appliquant le the´ore`me 4.7 on construit un sous-
faisceau F de Et0 tel que degt0F  lim sup degtnFtn  degt0Et0 . Cela contredit
la stabilite´ de Et0 et ﬁnit la de´monstration.
Remarque 4.9. Il est important de remarquer que contrairement a` la preuve de
[LT95], on n’utilise pas ici la correspondance de Kobayashi-Hitchin.
4.3 De´formations de faisceaux sans torsion
On se donne ici une de´formation X ω−→ T d’une varie´te´ complexe compacte
X a` base T lisse. On conside`re un faisceau cohe´rent sans torsion E sur X qui est
(T,OT )-plat. On notera E(t) la restriction du faisceau E a` la ﬁbre ω−1(t) = Xt,
c’est-a`-dire que si it : Xt ↪→ X de´signe l’inclusion de la ﬁbre Xt dans l’espace
total, E(t) = it (E).
Remarquons ici que c’est l’hypothe`se de platitude qui nous permet de suivre
le degre´ de manie`re re´gulie`re C∞. On a en eﬀet la proposition suivante :
Proposition 4.10. Soit (X ω−→ T, (gt)t∈T ) une de´formation avec (gt)t∈T une
famille de me´triques de Gauduchon et E un faisceau cohe´rent sans torsion sur
l’espace total de la de´formation, plat au-dessus de (T,OT ). Alors l’application
t → deggt(E(t)) est C∞ en t ∈ T .
De´monstration. Il suﬃt de montrer le re´sultat localement au voisinage d’un point
t0 ∈ T . Il est possible de trouver un ouvert U ⊂ T contenant t0 et un nombre ﬁni
d’ouverts Vi tels que {U × Vi} forme un recouvrement de ω−1(U) et sur chaque
U × Vi, on a une re´solution
0 → Em,i → · · · → E1,i → E0,i → E|U×Vi → 0
par des faisceaux localement libres. Le faisceau de´terminant detE est de´ﬁnit sur
X comme detE|U×Vi = ⊗ml=0(detEl,i)(−1)
l
et il ne de´pend pas du choix de la
re´solution (voir [Kob87] pour plus de de´tails). C’est un ﬁbre´ en droites com-
plexes sur X . D’autre part, la restriction sur chaque ﬁbre Xt de la re´solution
reste exacte, puisque le faisceau est plat au-dessus de la base, et donne donc une
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re´solution de E(t) sur {t} × Vi a` l’aide de laquelle on calcule le de´terminant
detE(t). On a donc (detE)(t) = det(E(t)). Soit alors h une me´trique quel-
conque sur det(E) et notons ht sa restriction a` la ﬁbre detE(t), alors clairement
deggtE(t) =
∫
X c1(detE(t), ht) ∧ ωn−1gt est C∞ en t ∈ U
Nous allons montrer dans ces conditions l’analogue du the´ore`me 4.7 :
The´ore`me 4.11. Soit (X ω−→ T, (gt)t∈T ) une de´formation avec (gt)t∈T une fa-
mille de me´triques de Gauduchon et E un faisceau cohe´rent sans torsion sur
l’espace total de la de´formation, plat au-dessus de T . Soit r le rang commun de
toutes les restrictions E(t). Alors, pour tout c ∈ R et tout p ∈ {1, · · · , r − 1},
l’ensemble
S(p, c) = {t ∈ T | il existe un sous-faisceau Ft ⊂ E(t) avec
rang(Ft) = p et µgt(Ft)  c}
est ferme´ dans T .
En fait, soit (Ftn)n∈  une famille de sous-faisceaux de E(tn) telle que tn →
t0 ∈ T et deggtnFtn soit minore´ uniforme´ment, alors il existe un sous-faisceauFt0 ⊂ E(t0) ve´riﬁant degt0Ft0  lim supdegtnFtn .
De´monstration. La de´monstration s’inspire des ide´es du the´ore`me 4.7. Conside´-
rons le faisceau E, il est re´ﬂexif et il existe donc au voisinage de tout point
t0 ∈ T des re´solutions locales en famille de E. Plus pre´cise´ment, il existe un
voisinage compact U de t0 et un recouvrement de ω−1(U ) par un nombre ﬁni
de compacts de la forme U × Vi, tels que pour tout i, on ait une re´solution en
famille · · · → E1,i → E0,i → E|U×Vi → 0 par des ﬁbre´s vectoriels holomorphes
sur U × Vi qui ve´riﬁent la proprie´te´ de commutativite´ :
0  E|U×Vi∩Vj
ϕi  E0,i  E1,i
0  E|U×Vi∩Vj

ϕj  E0,j
ϕji

 E1,j
(4.1)
En restriction a` une ﬁbre ω−1(t), on a la suite exacte
E1,i,t → E0,i(t) → E(t)|Vi → 0
ou` E1,i,t est par de´ﬁnition le noyau de la surjection de E0,i(t) sur E(t). On a
donc sur chaque ﬁbre le diagramme commutatif :
0  E(t)|Vi∩Vj
ϕi(t) E0,i(t)  E1,i,t
0  E(t)|Vi∩Vj

ϕj(t) E0,j(t)
ϕji(t)

 E1,i,t
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ou` les diﬀe´rentes ﬂe`ches sont induites par les morphismes globaux de (4.1). Soit
alors (Ftn)n une suite de sous-faisceaux de E(tn) avec tn → t0.
On suit la de´monstration du paragraphe pre´ce´dent avec les ide´es introduites
pour les faisceaux re´ﬂexifs. Quel que soit t ∈ U , on de´ﬁnit, en choisissant des
me´triques C∞ sur chaque famille de ﬁbre´s, les espaces de Sobolev L21,t(Vi, E0,i(t))
et on peut associer a` chaque sous-faisceau Ftn une famille ﬁnie de projecteurs
Sobolev πni ∈
∐
i L
2
1,tn(Vi, E0,i(tn)). De part les choix faits, tous ces espaces
sont isomorphes lorsque t varie dans U et les normes Sobolev sont globale-
ment e´quivalentes, quitte a` restreindre U . On peut donc voir l’ensemble de ces
projecteurs dans l’espace
∐
i L
2
1,t0(Vi, E0,i(t0)). Comme on l’a vu dans les pa-
ragraphes pre´ce´dents (the´ore`mes 3.7 et 4.7), les normes L21 de chaque π
n
i sont
borne´es inde´pendamment de la ﬁbre et du projecteur graˆce a` l’hypothe`se de
minoration du degre´. On a donc convergence d’une sous-suite vers un e´le´ment
{πi}i ∈
∐
i L
2
1,t0(Vi, E0,i(t0)), repre´sentant une famille de sous-ﬁbre´s holomorphes
faibles des E0,i(t0).
Il reste a` de´montrer, tout d’abord, que les sous-faisceaux “locaux” {Fi}i
associe´s se recollent bien et que le faisceau obtenu est bien dans l’image par ϕi(t0)
de E. Montrons donc que quels que soient i et j, ϕji(Fi) = Fj ce qui s’exprime
d’apre`s le lemme 3.5 avec les projecteurs par : (Id− πj) ◦ ϕji(t0) ◦ πi = 0. Cette
condition est ve´riﬁe´e par tous les sous-faisceaux de la suite {πni } et l’application
t → ϕji(t) est re´gulie`re en t ce qui donne le re´sultat a` la limite.
Prouvons que Fi ⊂ ϕi(t0)(E). La` encore, on traduit l’inclusion en termes
de projecteurs ce qui est justiﬁe´ par le lemme 3.5 : quel que soit t ∈ U , le sous-
faisceau ϕi(t)(E) de E0,i(t) est re´ﬂexif, et est donc de´ﬁni par un projecteur
Sobolev pi,t appartenant a` L21,t(EndE0,i(t)). Quel que soit n, on a par construc-
tion (Id − pi,tn) ◦ πni = 0. D’apre`s les propositions 3.9 et 4.10, l’application
t → degE(t) = degE(t) est C∞ et donc localement borne´e au voisinage de
t0. De part la proposition 3.3, la fonction tr(Kϕi(t)(E)) (en fait c’est la partie
localement libre que l’on conside`re) est borne´e dans L1 sur Vi inde´pendamment
de t et i pour t proche de t0. Le raisonnement habituel nous donne que la suite
pi,tn est borne´e dans L12 et admet donc une sous-suite convergente pour la to-
pologie faible. La limite de cette suite ne peut eˆtre que pi,t0 car la famille de
projecteurs est en fait globalement de´ﬁnie sur la de´formation et est C∞ en de-
hors d’un ensemble de codimension 2. Par conse´quent, il y a convergence forte
dans L2 d’une sous-suite de pi,tn vers pi,t0 . On en de´duit le re´sultat escompte´ :
(Id− pi,t0) ◦ πi = 0.
Il existe donc un sous-faisceau Ft0 de E(t0) de degre´ supe´rieur ou e´gal a` la
limite supe´rieure des degre´s des Ftn (cf lemme 3.6 pour cette dernie`re proprie´te´).
La proposition 3.9 nous dit alors que le faisceau F ′t0 = Ft0 ∩ E(t0) conserve
le meˆme degre´ et ve´riﬁe donc les proprie´te´s souhaite´es.
On ge´ne´ralise alors le re´sultat d’ouverture de la stabilite´ au cas des faisceaux
sans torsion :
The´ore`me 4.12 (Ouverture de la stabilite´). Soit (X ω−→ T, (gt)t∈T ) une de´-
formation avec (gt)t∈T une famille de me´triques de Gauduchon et E un faisceau
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cohe´rent sans torsion sur l’espace total de la de´formation, plat au-dessus de T .
Alors l’ensemble
{t ∈ T | E(t) est gt − stable sur Xt}
est ouvert dans T .
De´monstration. Meˆme raisonnement que dans le cas des ﬁbre´s en remarquant
que la platitude implique la constance du rang des faisceaux E(t) lorsque t varie.
On re´pondra dans la seconde partie de ce me´moire a` une question comple´-
mentaire : la non semi-stabilite´ est-elle une condition ouverte ? On verra qu’il est
possible de de´former une surface dont le ﬁbre´ tangent est non semi-stable pour
toute me´trique de Gauduchon en surfaces dont le ﬁbre´ tangent est stable pour
toute me´trique de Gauduchon (cf. the´ore`me 6.20).
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Deuxie`me partie
Surfaces de la classe V II et
surfaces a` coquilles sphe´riques
globales
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Chapitre 5
Ge´ne´ralite´s
5.1 Construction
Nous rappelons ici la construction des surfaces a` coquilles sphe´riques glo-
bales (CSG en abre´ge´) telle qu’elle est pre´sente´e dans l’article de G. Dloussky
[Dlo84]. Les re´sultats sur les feuilletages et le comportement des courbes peuvent
se trouver dans [DO99] et [DK98].
Soit B la boule unite´ de C2, on de´ﬁnit la notion de tour ﬁnie d’e´clatements
au-dessus de l’origine comme suit :
De´finition 5.1. Une application Π = Π0 ◦ · · · ◦ Πn−1 : Bˆ = Bn−1 → B est une
tour ﬁnie d’e´clatements au-dessus de 0 si
– Bˆ−1 = B ; O−1 = 0;
– pour tout 0  i  n− 1, Πi : Bi → Bi−1 est l’e´clatement au point Oi−1
– pour tout 0  i  n− 1, Oi ∈ Ci := Π−1i (Oi−1).
Soit alors F = Πσ : B  un germe contractant ou`
Π = Π0 ◦ · · · ◦ Πn−1 : Bˆ → B
est une tour ﬁnie d’e´clatements au-dessus de l’origine et σ : B → Bˆ est un germe
d’isomorphisme ve´riﬁant σ(0) = On−1. On peut supposer que σ est de´ﬁni sur un
voisinage de la boule unite´ ferme´e B ⊂ C2 et que σ(B) est relativement compact
dans Bn−1. Soit ε << 1 et conside´rons l’anneau Aε := B\(1−ε)B. L’application
σ ◦Π envoie un voisinage du bord de Bn−1 injectivement dans Bn−1, en eﬀet, la
restriction
σΠ : Π−1(Aε)→ σ(Aε)
est un biholomorphisme. On obtient une surface compacte minimale S = S(Π, σ)
en recollant Π−1(Aε) et σ(Aε) :
S := (Bn−1/σ((1 − ε)B))/ ∼ .
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σ
Π
Π−1(0)
0
B
Bn−1
Aε
Les nombres de Betti de cette surface (c’est a` dire la dimension des espaces
de cohomologie H i(S,R)) sont b1(S) = 1 et b2(S) = n. Elle appartient a` la classe
V II de la classiﬁcation de Kodaira. Les courbes exceptionnelles de premie`re
espe`ce dans Bn−1 deviennent soit des courbes rationnelles non singulie`res d’auto-
intersection infe´rieure ou e´gale a` −2, soit des courbes rationnelles singulie`res dans
S.
On a une caracte´risation plus ge´ome´trique de ces surfaces :
De´finition 5.2 (Coquille sphe´rique globale). Soit S une surface complexe
compacte. Une coquille sphe´rique globale (en abre´ge´ CSG) est un plongement
holomorphe i : Aε ↪→ S qui ne disconnecte pas S (c’est a` dire S − i(Aε) reste
connexe).
Dans la construction de´ﬁnie ci-dessus
σ : Aε ↪→ Bn−1 \ σ((1 − ε)B) ↪→ S
de´ﬁnit une coquille sphe´rique globale. Notons ici que si l’on se donne deux germes
F et F ′ comme ci-dessus, s’il existe un germe d’isomorphisme qui conjugue F et
F ′, alors il induit un isomorphisme entre les deux surfaces S et S′.
Re´ciproquement, e´tant donne´e une surface S contenant une coquille sphe´rique
globale, Ma. Kato [Kat78] a prouve´ que S provenait d’une construction comme
ci-dessus. Pour b2(S) = n, il y a n classes d’homotopie de CSG et n classes
d’isomorphisme de germes.
Le reveˆtement universel S˜ de S est obtenu en recollant une suite de copies
(Ai)i∈ d’anneaux Ai := Bn−1 \ σ((1 − ε)B). La composante pseudo-concave
du bord de Ai est recolle´e avec celle pseudo-convexe de Ai+1. L’automorphisme
de reveˆtement g˜ : S˜ → S˜ envoie Ai sur Ai+1. Dans S˜ on trouve une famille
de´nombrable de courbes rationnelles avec un ordre canonique induit par “l’ordre
de cre´ation”. Fixons une courbeC0 dans ce reveˆtement universel et notons a(S) =
(ai)i∈; ai = −C2i la suite des oppose´s des auto-intersections des courbes du
reveˆtement universel. La suite a(S) est pe´riodique de pe´riode b2(S) = n. On
peut la partitionner en se´quences re´gulie`res rm = (2, · · · , 2) de longueur m et en
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se´quences singulie`res sp = (p+2, 2, · · · , 2) de longueur p. La suite a(S) de´termine
comple`tement la matrice d’intersection M(S) des courbes de S. On peut de´ﬁnir
l’invariant σn(S) =
∑i+n−1
i aj = trM(S) + 2N ou` N est le nombre de courbes
singulie`res de S. C’est un entier compris entre 2n et 3n.
On de´ﬁnit e´galement un autre invariant : la trace du germe F = Πσ (resp. de
la surface S(Π, σ)) est par de´ﬁnition la trace trDF (0) de l’application tangente
DF (0) au point ﬁxe de F . Cette trace est inde´pendante du choix de la CSG et
ne de´pend que de la classe d’isomorphisme de S. C’est pourquoi on la notera par
la suite tr(S). On a toujours 0  tr(S) < 1.
On divise usuellement les surfaces a` CSG en plusieurs sous-classes a` partir
des invariants que l’on vient de de´ﬁnir.
• Les surfaces de trace tr(S) = 0 ; Cette condition est e´quivalente a` l’une
des suivantes :
– pour tout 0  i  n−1, le point Oi n’est jamais a` l’intersection de Ci avec
la transforme´e stricte d’une autre courbe Ck (k < i) ou de σ−1(Cn−1) ;
– S contient un cycle Γ de courbes rationnelles tel que Γ2 = 0 ;
– toute courbe rationnelle du reveˆtement universel est d’auto-intersection
−2 ;
– la somme σn(S) = 2n.
Cette cate´gorie comporte encore deux sous classes : on dit que le germe est
d’Inoue ou que la surface est d’Inoue (ou encore de type Inoue parabo-
lique) si une des conditions suivantes e´quivalentes est ve´riﬁe´e :
– F est conjugue´ a` N(z) = (tnz1zn2 , tz2) ;
– S admet un champ de vecteur global ;
– S admet une courbe elliptique ;
alors les seules courbes de S sont le cycle Γ et la courbe elliptique E d’auto-
intersection E2 = −n.
Dans tous les autres cas avec tr(S) = 0, la surface S ne contient que le
cycle Γ.
• Les surfaces a` trace nulle tr(S) = 0. Cette condition e´tant e´quivalente
a` l’une des conditions suivantes :
– Il existe un indice i pour lequel Oi est a` l’intersection de deux courbes,
ou σ(0) est a` l’intersection de deux courbes, ou la transforme´e stricte de
σ−1(Cn−1) par Π0 passe par O0 ;
– σn(S) > 2n ;
– a(S) contient au moins une se´quence singulie`re ;
– la matrice M(S) est de´ﬁnie ne´gative.
On divise les surfaces a` trace nulle en deux sous-classes :
• les surfaces interme´diaires pour lesquelles 2n < σn(S) < 3n, c’est-a`-
dire qu’il y a au moins une se´quence re´gulie`re dans a(S) ou autrement
dit, au moins un des points Oi n’est pas a` l’intersection de deux courbes.
Dans ce cas le diviseur maximal de la surface S est constitue´ par un
cycle de courbes rationnelles sur lequel viennent se greﬀer des arbres.
• les surfaces d’Inoue-Hirzebruch qui correspondent a` σn(S) = 3n pour
lesquelles le diviseur maximal est constitue´ d’un ou deux cycles de courbes
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rationnelles (selon le cas on dit que la surface est paire ou impaire).
5.2 Feuilletages et champs tordus
On conside`re ici une surface a` coquille sphe´rique globale de trace nulle S. On
note D =
∑n
i=1 Di le diviseur maximal.
De´finition 5.3.
– Un diviseur D−K est dit nume´riquement anti-canonique s’il existe un ﬁbre´
en droite plat L tel que −K ⊗ L = [D−K].
– Un diviseur Dθ est dit nume´riquement tangent s’il existe un ﬁbre´ en droite
plat L tel que Θ⊗L admette une section me´romorphe globale θ qui satisfait
(θ) = Dθ, c’est-a`-dire h0(S,Θ⊗ L⊗O(−Dθ))  1.
On peut montrer que l’existence des diviseurs nume´riquement anti-cano-
niques et nume´riquement tangents est lie´e a` l’existence de solutions entie`res
a` un syste`me d’e´quations line´aires dont la matrice est la matrice d’intersection
M(S). Cette matrice e´tant de´ﬁnie ne´gative ([Dlo84]), les Q diviseurs D−K et D

θ
existent donc toujours et sont relie´s par la relation D−K = D+D

θ . En particu-
lier D−K est un diviseur si et seulement si D

θ est un diviseur et dans ce cas on
montre que Dθ  0
Rappelons que si E est un diviseur eﬀectif de S, alors le faisceau localement
libre Ω1S(logE) de´ﬁni par
Ω1S(logE)(U) := {ω ∈ Ω1(Ered)(U) |dω ∈ Ω2S(Ered)(U)}
ou` Ered de´signe le diviseur re´duit associe´ a` E, est appele´ faisceau des formes
me´romorphes logarithmiques de poˆle E. Si z ∈ E est un point re´gulier de E =
{z1 = 0}, alors Ω1S(logE) est engendre´ par dz1z1 et dz2 ; si z ∈ E est un point
singulier de E = {z1z2 = 0}, alors Ω1S(logE) est engendre´ par dz1z1 et dz2z2 . Une
de´formation logarithmique de la surface S par rapport a` E est de´ﬁnie par des
cocycles a` valeur dans le faisceau dual Θ(− logE) := Hom(Ω1S(E),OS) (voir
[Kaw78]). Il s’en suit que la conﬁguration des courbes est maintenue dans une
telle de´formation.
Nous aurons e´galement besoin d’une description explicite de Picplat(S), le
groupe des ﬁbre´s en droites plats sur une surface a` CSG avec b2(S) > 0. Soit
g : π1(S) → GL1(C) = C une repre´sentation a` laquelle on associe l’action
line´aire de π1(S) sur C suivante : a` tout u ∈ π1(S) on associe l’homothe´tie
de rapport g(u)−1. D’autre part, π1(S) agit sur le reveˆtement universel S˜ de
S ; on peut donc quotienter S˜ × C par l’action diagonale de π1(S). Le quotient
(S˜ × C)/π1(S) est un ﬁbre´ en droites holomorphe sur S note´ Lg ∈ Pic(S). On
obtient donc un morphisme de groupe
ϕ : Hom(π1(S),C) = C → Picplat(S) = {L ∈ Pic(S) | c1 (L) = 0}
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qui est surjectif. On montre ensuite qu’il est injectif en comparant les suites ex-
ponentielles pour les faisceaux C et O et en utilisant que H1(S,C) → H1(S,O)
est injective ce qui nous donne la parame´trisation souhaite´e des ﬁbre´s plats par
C. On trouve une description plus explicite en termes de cocycles dans [DO99].
Inte´ressons nous d’abord au cas interme´diaire. Soit S une surface a` CSG de
trace nulle avec 2n < σn(S) < 3n. Alors, on a les re´sultats suivants :
The´ore`me 5.4 ([DO99]). S admet un unique feuilletage F donne´ par une
forme logarithmique tordu ω ∈ H0(S,Ω1S(logD)⊗Lk) ou` k = k(S) est un entier
supe´rieur ou e´gal a` 2 ne de´pendant que de la classe d’isomorphisme de S. Ce
feuilletage est unique et laisse les courbes invariantes. Ses points singuliers sont
exactement les n points d’intersection des courbes de D.
The´ore`me 5.5 ([DO99]). Soit M une matrice de´ﬁnie ne´gative a` coeﬃcients
entiers tel que le syste`me line´aire de´ﬁnissant les diviseurs nume´riquement anti-
canoniques ou tangents ait des solutions dans Z.
– Soit alors S une surface a` CSG de type interme´diaire dont la matrice
d’intersection ve´riﬁe M(S) = M . Alors il existe un unique diviseur nu-
me´riquement anti-canonique et un unique nombre complexe κ = κ(S) tel
que K−1 ⊗ Lκ = [D−K] pour lequel H0(S,K−1 ⊗ Lκ) = 0. On dit alors
que la singularite´ dont la re´solution minimale est D est nume´riquement
Gorenstein (cf la remarque ci apre`s).
– Si S est une surface a` CSG de type interme´diaire avec M(S) = M , alors il
existe un unique diviseur nume´riquement tangent Dθ et un unique nombre
complexe λ = λ(S) tel que
H0(S,Θ(−Dθ)⊗ Lλ) = 0
On a alors la relation λ(S) = k(S)κ(S)
– Soit S → U une famille logarithmique verselle de surfaces a` matrice d’in-
tersection ﬁxe´e M . Alors il existe une fonction holomorphe λ sur U telle
que λ(Su) = λ(u) et les surfaces qui admettent un champ de vecteur global
se trouvent au-dessus de l’hypersurface {u |λ(u) = 1}. On peut e´galement
de´ﬁnir une fonction holomorphe κ telle que κ(u) = κ(Su) et les surfaces
admettant un 2-champ de vecteurs sont exactement celles de l’hypersurface
{u |κ(u) = 1}.
Remarque 5.6. Si (X, p) est une singularite´ normale de surface et π : S → X
sa re´solution minimale de diviseur maximal D = ∪iDi, on dit que (X, p) est
nume´riquement Gorenstein s’il existe un diviseur D−K qui satisfait D−K .Di =
−K.Di pour tout i. On dit que (X, p) est Gorenstein s’il existe un voisinage U
de p et une 2-forme sur U \ {p} partout non nulle.
Regardons maintenant le cas des surfaces de Inoue-Hirzebruch (ie. σn(S) =
3n).
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The´ore`me 5.7 ([DO99]). Si S est une surface de type Inoue-Hirzebruch, alors
– S admet exactement deux feuilletages holomorphes. Dans le comple´men-
taire des courbes rationnelles, les feuilles sont soit toutes isomorphes a` C,
soit toutes isomorphes au disque unite´ ∆ ;
– Les diviseurs nume´riques existent toujours : D−K = D et Dθ = 0 ;
– Les deux feuilletages sont donne´s par des champs de vecteurs tordus θi ∈
H0(S,Θ ⊗ Lλi), 1  i  2 ou` λi ∈ C et λ1λ2 = 1. En fait λ1 et λ2
sont des irrationnels quadratiques conjugue´s. On a e´galement deux formes
logarithmiques tordus ωi ∈ H0(S,Ω1(logD)⊗ Lλi).
Le cas trace non nulle a e´te´ traite´ dans un article de G. Dloussky et F. Kohler
([DK98]) qui ont obtenu :
The´ore`me 5.8 ([DK98]). Soit S une surface minimale compacte a` CSG de
trace non nulle.
– S admet un unique feuilletage holomorphe singulier dont les singularite´s
sont exactement les points d’intersection des courbes rationnelles ;
– En dehors des courbes, les feuilles sont toutes isomorphes a` C et s’accu-
mulent sur le cycle de courbes rationnelles ;
– Le feuilletage est donne´ par une 1-forme me´romorphe globale avec un poˆle
logarithmique sur le cycle T .
Chapitre 6
Simplicite´ et stabilite´
La notion de stabilite´ pour un ﬁbre´ a e´te´ introduite dans la premie`re partie
(de´ﬁnition 1.7). On peut de´ﬁnir une notion plus faible qui est celle de simplicite´ :
De´finition 6.1. Un ﬁbre´ holomorphe complexe E sur une varie´te´ complexe
compacte X est dit simple si toute section holomorphe de EndE = E ⊗ E est
une homothe´tie λId.
Le lien entre stabilite´ et simplicite´ est contenu dans la proposition suivante :
Proposition 6.2 (cf. [Kob87] Prop. 7.14). Soit (X, g) une varie´te´ complexe
compacte munie d’une me´trique de Gauduchon. Alors tout ﬁbre´ vectoriel g-stable
est simple.
De´monstration. Soit E un ﬁbre´ vectoriel g-stable. Soit f : E → E un endo-
morphisme de E et a une valeur propre de la restriction f : Ex → Ex en un
point arbitraire x ∈ X. Regardons l’endomorphisme g = f − aIdE. Supposons
que g n’est pas l’endomorphisme nul. Nous allons montrer que g est injectif. En
eﬀet, notons F = g(E) alors F est un quotient sans torsion de E. Puisque E
est g-stable, si rang(E) > rang(F) alors µ(F)  µ(E) < µ(F) ce qui est impos-
sible ; donc rang(E) = rang(F). Par conse´quent g est injectif ce qui est exclu par
de´ﬁnition et on a g = 0.
E´tudions alors le comportement du ﬁbre´ tangent d’une surface a` coquille
sphe´rique globale vis a` vis de ces notions de simplicite´ et de stabilite´. Nous
commencerons par la simplicite´.
6.1 Simplicite´ et surfaces de la classe VII0
Soit S une surface complexe compacte de la classe VII0. On notera de manie`re
standard Θ le ﬁbre´ tangent, Ω1 le ﬁbre´ dual des 1-formes holomorphes etK le ﬁbre´
canonique. On suppose dans toute la suite que le second nombre de Betti b2(S)
est strictement positif, on sait alors que la surface S n’admet pas de feuilletage
re´gulier (cf [Bru97] prop. 9).
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Proposition 6.3. Le ﬁbre´ Θ est simple si et seulement s’il n’existe pas d’exten-
sion :
0 −−−−→ L −−−−→ Θ −−−−→ K−1 ⊗ L−1 ⊗ IZ −−−−→ 0
avec L un ﬁbre´ en droite et Z un nombre ﬁni de points telle que H0(S,K⊗L2) =
0.
De´monstration. Supposons S non simple. Il existe un endomorphisme f du
ﬁbre´ tangent Θ qui n’est pas une homothe´tie. Les coeﬃcients du polynoˆme ca-
racte´ristique de f sont des fonctions holomorphes sur S qui est compacte, ce sont
donc des constantes tout comme ses racines qui sont les valeurs propres de f .
L’endomorphisme f ne peut avoir deux valeurs propres distinctes λ et µ.
Sinon, E = Ker(f − λId) et G = Ker(f − µId) sont deux sous-faisceaux de
Θ de rang 1 en somme directe : Θ = E ⊕ G. Mais alors, F et G sont tous les
deux des faisceaux re´ﬂexifs d’apre`s le lemme 2.1. Comme nous nous plac¸ons sur
une surface, ce sont des faisceaux localement libres et Θ scinde en une somme
directe de deux sous-ﬁbre´s, ce qui nous livre deux feuilletages re´guliers sur S.
Cela n’arrive pas sur une surface de la classe V II avec b2(S) > 0 ([Bru97]).
Notons λ l’unique valeur propre de f et N = Ker(f − λId). C’est un sous-
faisceau cohe´rent de Θ qui donne lieu a` la suite exacte :
0 −−−−→ N −−−−→ Θ −−−−→ Q −−−−→ 0
ou` Q de´signe le quotient des deux faisceaux.
On quotiente a` droite par la torsion, ce qui donne la suite exacte horizontale
suivante :
N
0  L

∩
 Θ 
 Q
QT
 0
Q


Le ﬁbre´ Θ est libre, celui de droite est sans torsion, donc L est re´ﬂexif (cf
2.1), c’est en fait le ﬁbre´ sature´ de N . Son ensemble singulier est de codimension
3, il est donc vide : L est un faisceau localement libre de rang 1.
On peut e´crire plus pre´cise´ment cette suite exacte car le lieu singulier de QQT
est constitue´ de points Z :
0 −−−−→ L −−−−→ Θ −−−−→ K−1 ⊗ L−1 ⊗ IZ −−−−→ 0
Conside´rons alors l’endomorphisme de g = f − λId de Θ. Il s’annule sur
l’image de L et passe donc au quotient en un morphisme g de K−1 ⊗ L−1 ⊗ IZ
dans Θ. On a donc le diagramme commutatif suivant :
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0  L α  Θ β K−1 ⊗ L−1 ⊗ IZ  0
0  L α  Θ
g
 βﬀ
g
K−1 ⊗ L−1 ⊗ IZ  0
Regardons alors le morphisme β ◦ g ; en notant i l’injection canonique de
K−1 ⊗ L−1 ⊗ IZ dans K−1 ⊗L−1, on peut conside´rer le diagramme suivant :
K−1 ⊗ L−1 ⊗ IZ ⊂
i  K−1 ⊗ L−1
K−1 ⊗ L−1 ⊗ IZ
β ◦ g

⊂ i  K−1 ⊗ L−1
g ′

En dehors de l’ensemble de points Z, le morphisme g′ va du ﬁbre´ en droite
K−1 ⊗ L−1 dans lui-meˆme et est donc de la forme g′(z) = f(z)Id ou` f est une
fonction holomorphe sur S \ Z. D’apre`s le the´ore`me de Hartogs, Z e´tant de
codimension 2, f se prolonge en une fonction holomorphe sur S tout entie`re.
Mais S e´tant compacte, cette fonction est donc constante : il existe c ∈ C tel que
f = c. Conside´rons le morphisme
f ′ := cId : K−1 ⊗L−1 ⊗ IZ → K−1 ⊗ L−1
Il co¨ıncide avec g′ en dehors de Z et donc partout : en eﬀet si le morphisme
(g′ − f ′) n’est pas nul, il induit une injection
[K−1 ⊗ L−1 ⊗ IZ ]/(Ker(f ′ − g′)) ↪→ K−1 ⊗ L−1
or le premier faisceau est de torsion et le second localement libre ce qui est
impossible. Par conse´quent, g′ = c Id = β ◦ g. On en de´duit que le morphisme
g/c de´ﬁnit une section de la suite exacte et donc un scindage du ﬁbre´ tangent Θ.
On a vu pre´ce´demment que c’e´tait impossible. On en de´duit que β ◦ g = 0. On
peut donc voir g comme une application, non nulle, a` valeur dans L c’est-a`-dire
comme un morphisme de K−1 ⊗ L−1 ⊗ IZ dans L.
Remarquons ici que la suite exacte
0 → IZ → O → OZ → 0
induit la suite exacte
0 →Hom(K−1 ⊗ L−1,L) →Hom(K−1 ⊗ L−1 ⊗ IZ ,L)→ Ext1(OZ ,L)
Puisque Z est de codimension 2 et L un ﬁbre´ en droite, on a Ext1(OZ ,L) = 0
(voir [GH78] par exemple). On en de´duit que les deux premiers faisceaux sont
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identiques et on a donc construit un morphisme non nul g e´le´ment deHom(K−1⊗
L−1,L) c’est-a`-dire une section non nulle de H0(K ⊗ L2).
Re´ciproquement, supposons l’existence d’une extension non triviale :
0 −−−−→ L −−−−→ Θ −−−−→ K−1 ⊗ L−1 ⊗ IZ −−−−→ 0
et d’un e´le´ment g′ ∈ H0(K⊗L2). D’apre`s l’inclusion K−1 ⊗L−1 ⊗ IZ ↪→ K−1 ⊗
L−1, on obtient par restriction un morphisme g comme ci-dessous :
0  L α  Θ β K−1 ⊗ L−1 ⊗ IZ  0
0  L α ﬀ
g
Θ
β K−1 ⊗ L−1 ⊗ IZ  0
Alors, h = α◦g ◦β est un endomorphisme de Θ. Puisque α est injective, et β
surjective, h est non nul (car g est non nul) et nilpotent (car β ◦ α = 0) et n’est
donc pas de la forme λId. On en de´duit que Θ n’est pas simple.
Remarque 6.4. La proposition ci-dessus est lie´e a` l’existence de feuilletages (sin-
guliers ou non) sur la surface conside´re´e. En eﬀet toute de´composition comme
ci-dessus, correspond a` un feuilletage singulier F de ﬁbre´ tangent L = TF . Si
l’on connaˆıt le nombre de feuilletages et que l’on sait caracte´riser TF , on peut
alors faire la liste des extensions possibles.
Remarque 6.5. Dans la meˆme ide´e, il est parfois plus facile de travailler avec le
ﬁbre´ conormal NF et donc de travailler avec le ﬁbre´ cotangent. Or Θ est simple
si et seulement si Ω1 est simple. En suivant le meˆme raisonnement, on montre :
Proposition 6.6. Le ﬁbre´ Θ est simple si et seulement si il n’existe pas d’ex-
tensions de la forme :
0 −−−−→ L −−−−→ Ω1 −−−−→ K⊗L−1 ⊗ IZ −−−−→ 0
avec H0(S,K−1 ⊗L2) = 0.
6.2 Les surfaces a` coquille sphe´rique globale
On se place maintenant dans le cas ou` S est une surface de la classe V II0
avec b2(S) > 0 contenant une coquille sphe´rique globale. Trois cas se pre´sentent
alors :
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6.2.1 Surfaces de trace nulle de type interme´diaire
Il existe sur ces surfaces un unique feuilletage F et on notera de manie`re
usuelle TF et NF les ﬁbre´s tangents et cotangents (voir [Bru97] pour les construc-
tions). On notera D le diviseur maximal de S.
Supposons tout d’abord qu’il existe un diviseur nume´riquement tangent Dθ
(ce qui e´quivaut a` l’existence d’un diviseur nume´riquement anti-canonique D−K).
Proposition 6.7. Soit S de type interme´diaire posse´dant un diviseur nume´ri-
quement tangent. Soit λ, k, κ comme dans les the´ore`mes 5.4 et 5.5, alors le ﬁbre´
tangent de S est simple sauf si Dθ  D et λk = 1.
De´monstration. D’apre`s 6.3, le ﬁbre´ tangent Θ de S n’est pas simple si et seule-
ment s’il existe une extension ve´riﬁant H0(S,K ⊗ L2) = 0. Mais puisque le
feuilletage F est unique, L = TF = [Dθ]⊗ L1/λ. Donc,
K⊗ L2 = [−D−K]⊗ Lκ ⊗ [2Dθ]⊗ L1/λ2 = [Dθ]⊗ [−D]⊗ L1/(λk)
S’il existe une section non nulle de ce ﬁbre´, notons F son diviseur d’annulation
(F est donc un diviseur eﬀectif) On a :
[F ] = [Dθ]⊗ [−D]⊗ L1/(λk)
Le diviseur F−Dθ+D est plat, il est donc nul (cf [Nak84], la forme d’intersection
est de´ﬁnie ne´gative sur une telle surface). On de´duit que F = Dθ−D  0 et que
le ﬁbre´ L1/(λk) est trivial ce qui nous donne la condition λk = 1.
Re´ciproquement, sous ces conditions H0(S,K ⊗ T 2F ) = 0.
Remarque 6.8. Le cas de non simplicite´ peut bel et bien se produire pour une sur-
face avec a(S) = (3, 2, · · · , 2) et b2(S) > 2. Dans ce cas le diviseur nume´riquement
tangent existe et contient D (cf. lemme 6.24). Le parame`tre λ, quant a` lui, peut
toujours eˆtre choisi e´gal a` 1/k dans une de´formation logarithmique de la surface.
Dans le cas ge´ne´ral, le feuilletage F est toujours donne´ par une 1-forme
logarithmique tordue ω ∈ Ω1(logD) ⊗ Lk (cf. the´ore`me 5.4). Il est donc plus
agre´able de travailler avec le ﬁbre´ cotangent et d’utiliser la remarque 6.5. La 1-
forme logarithmique est une section du faisceau Ω1(D)⊗Lk. Le ﬁbre´ [−D]⊗L1/k
est donc un sous-faisceau de Ω1. L’unicite´ du feuilletage nous dit que c’est le seul
possible et nous donne comme pre´ce´demment la condition de non-simplicite´ :
H0(S,K−1 ⊗ N−2F ) = 0 avec ici N−1F = [−D] ⊗ L
1
k . La condition devient :
H0(S,K−1 ⊗ [−2D]⊗ L 1k2 ) = 0. S’il existe une section holomorphe non triviale,
on notera F son diviseur d’annulation. C’est un diviseur eﬀectif, et on a :
[F ] = K−1 ⊗ [−2D]⊗ L 1k2
Le Q-diviseur anticanonique D−K existe toujours, on regarde l’e´galite´ pre´ce´dente
dans H2(S,Q), on a : D−K = F +2D. On en de´duit qu’obligatoirement D

−K est
un vrai diviseur, e´le´ment de H2(S,Z). Cela nous rame`ne au cas pre´ce´dent ou` le
diviseur nume´riquement tangent existe. On a donc obtenu :
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Proposition 6.9. Soit S une surface a` coquille sphe´rique globale de trace nulle
de type interme´diaire, alors le ﬁbre´ tangent de S est simple sauf si la singularite´
de re´solution minimale D est nume´riquement Gorenstein avec Dθ  D et λk = 1.
6.2.2 Surfaces de Inoue-Hirzebruch
Si S est une surface de Inoue-Hirzebruch, elle admet deux feuilletages F et G
qui sont donne´s par des champs tordus e´le´ments de H0(S,Θ ⊗ L) et H0(S,Θ ⊗
L−1) ou` L est un ﬁbre´ plat sur S. Ces champs ne s’annulent qu’en des points de
S, donc TF = L−1 et TG = L.
Proposition 6.10. Soit S une surface de Inoue-Hirzebruch. Alors le ﬁbre´ tan-
gent de S est simple.
De´monstration. Sinon, il existe comme pre´ce´demment une extension non triviale
de Θ, associe´e a` l’un des feuilletages (disons F) telle que H0(S,K ⊗ T 2F ) =
H0(S,K ⊗ L−2) = 0.
Lemme 6.11. Soit S une surface de la classe V II0. Alors, quels que soient
m ∈ N et L ﬁbre´ plat sur S, on a : H0(S,Km ⊗ L) = 0.
De´monstration. Supposons qu’il existe une section non nulle s de Km ⊗ L et
soit E = (s) son diviseur d’annulation. On a E = mK + L. Mais pour toute
courbe irre´ductible C, on a KC  0 (cf [Nak84]). Puisque E est eﬀectif, EK  0.
Alors, E2 = E(mK + L) = mEK + EL  0. Ceci implique que E = 0 (la forme
d’intersection est de´ﬁnie ne´gative sur les surfaces de la classe V II). Donc mK
est un ﬁbre´ plat, ce qui n’est bien-suˆr pas le cas.
En appliquant le lemme, on aboutit imme´diatement a` une contradiction.
6.2.3 Surfaces de trace non nulle
Supposons d’abord que S est une surface d’Inoue parabolique. Il existe une
courbe elliptique E et un cycle de courbes rationnelles Γ. Il y a sur S un unique
feuilletage (the´ore`me 5.8) de´ﬁni par un champ global ou par une 1-forme loga-
rithmique ω ∈ H0(Ω1(log Γ)). En appliquant la meˆme me´thode qu’en 6.2.1, on
obtient la condition de non-simplicite´ : H0(S,K−1(−2Γ)) = 0.
Soit α une section de K−1(−2Γ), elle correspond a` un 2 champ de´ﬁni au
voisinage de l’origine dans C2, s’annulant a` l’ordre 2 sur z2 = 0 et stable par le
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germe F (z1, z2) = (z1zn2 t
n, tz2) (qui de´ﬁnit une surface d’Inoue, voir les rappels
plus haut et [DK98]) :
α = z22a(z)
∂
∂z1
∧ ∂
∂z2
La condition d’invariance donne
tn−1zn2 a(z) = a(F (z))
On en de´duit a(0) = 0, on peut donc e´crire a(z) = z1b(z)+c(z2). En remplac¸ant,
on obtient en particulier :
tn−1zn2 c(z2) = c(tz2)
ce qui donne c = 0. On a alors b(z) = tb(F (z)), donc b = 0. Par conse´quent, il
n’y a pas de section non triviale de K−1(−2Γ).
Dans le cas ge´ne´rique ou` la courbe elliptique n’existe pas, le feuilletage
est toujours de´ﬁni par une telle 1-forme logarithmique. La condition de non-
simplicite´ reste donc
H0(S,K−1(−2Γ)) = 0.
Or tout germe correspondant a` une surface de trace non nulle est formellement
conjugue´ a` un germe de surface d’Inoue. Cette conjugaison transformerait tout
e´le´ment de H0(K−1(−2Γ))) en une section formelle du meˆme ﬁbre´ sur la surface
d’Inoue. Or le raisonnement pre´ce´dent exclu l’existence d’une telle section. Dans
tous les cas H0(S,K−1(−2Γ)) = 0.
On a de´montre´ :
Proposition 6.12. Soit S une surface de trace non nulle. Le ﬁbre´ tangent de S
est simple.
On a donc le re´sultat suivant :
The´ore`me 6.13. Soit S une surface a` CSG de la classe VII0. Alors le ﬁbre´
tangent de S est simple sauf si S est a` trace nulle de type interme´diaire avec
Dθ  D et λk = 1.
6.3 Stabilite´ des surfaces a` CSG
Pour une surface a` coquille sphe´rique, on connaˆıt tous les sous-faisceaux
possibles du ﬁbre´ tangent puisqu’on a la liste des feuilletages singuliers de la
surface. On peut essayer d’exprimer les degre´s de ces sous-faisceaux pour ve´riﬁer
la condition de stabilite´ (voir de´ﬁnition 1.7). On se ﬁxe donc une me´trique de
Gauduchon g sur S.
De´finition 6.14. On dira qu’une surface S est stable (resp. semi-stable ou in-
stable) si son ﬁbre´ tangent est stable (resp. semi-stable ou instable).
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Plac¸ons nous dans le cas d’une surface S a` CSG de trace nulle du cas in-
terme´diaire et supposons qu’il existe un diviseur nume´riquement tangent. D’apre`s
le the´ore`me 5.4, il existe un unique feuilletage donne´ par le champ tordu θ ∈
H0(S,Θ(−Dθ)⊗ Lλ). On a donc l’injection
L1/λ ⊗O(Dθ) ↪→ Θ
La condition de stabilite´ s’e´crit
2deg(L1/λ ⊗O(Dθ)) < deg(−K)
avec
deg(−K) = deg(L1/κ ⊗O(D−K))
= deg(L1/κ) + deg[D] + deg[Dθ]
Ce qui est e´quivalent a`
2C ln
1
|λ| + 2deg[Dθ] < C ln
1
|κ| + deg[D] + deg[Dθ]
donc a`
deg[Dθ]− deg[D] < C
(
ln
|λ|2
|κ|
)
= C ln
(
|kλ|
)
La constante C ∈ R de´pend de la me´trique et l’e´galite´ degLα = C ln |α| provient
du lemme suivant :
Lemme 6.15. Soit S munie d’une me´trique de Gauduchon g et identiﬁons de
manie`re canonique Picplat(S) a` C, alors il existe une unique constante C telle
que pour tout ﬁbre´ plat L = Lα on ait
deg(Lα) = C ln |α|
De´monstration. L’application deg : Picplat(S) → R est un morphisme de groupes
de Lie et les morphismes continus de (C,×) dans (R,+) sont tous de la forme
α→ C ln |α| pour un certain re´el C non nul.
Dans le cas ou` la singularite´ n’est pas nume´riquement Gorenstein et dans
le cas de trace non nulle, l’unique feuilletage de la surface est donne´ par une
1-forme logarithmique tordue par le ﬁbre´ Lk(S) (on prend k(S) = 1 si S est de
trace non nulle). On en de´duit l’expression du ﬁbre´ normal NF de ce feuilletage
qui est l’unique sous-faisceau de Ω1 : NF = O(−D)⊗L1/k. Puisque ΘS est stable
si et seulement si Ω1S l’est, la condition de stabilite´ s’e´crit
2deg[D] + 2C ln |k| > deg(−K).
On a donc obtenu le lemme :
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Proposition 6.16. Soit S a` coquille sphe´rique globale et C la constante re´elle
donne´e par le lemme 6.15 :
1. Si S est de trace non nulle (σn(S) = 2n), alors le ﬁbre´ tangent est stable
(resp. semi-stable) si et seulement si
2deg([D]) > ()deg(−K).
2. Si S est de type interme´diaire (2n < σn(S) < 3n) alors le ﬁbre´ tangent Θ
est stable (resp. semi-stable) si et seulement si
2deg([D]) + 2C ln |k| > ()deg(−K)
ou` k = k(S).
S’il existe de plus un diviseur nume´riquement tangent Dθ, le ﬁbre´ tangent
est stable (resp. semi-stable) si et seulement si
deg[Dθ]− deg[D] < ()C ln(|λk|)
En particulier,
– Si Dθ  D et |λ| > 1/k, Θ est non semi-stable pour toute me´trique de
Gauduchon,
– Si Dθ  D et |λ| < 1/k, Θ est stable pour toute me´trique de Gauduchon.
De´monstration. Les conditions de stabilite´ on de´ja` e´te´ de´montre´es, pour conclure
il faut juste ve´riﬁer que le signe de la constante C ne de´pend pas de g et est
ne´gatif, les deux dernie`res conditions e´tant alors de simples comparaisons de
signe. Le signe de la constante C provient des lemmes suivants :
Lemme 6.17. Soit S une surface a` CSG de trace non nulle, alors la constante
C du lemme 6.15 est strictement ne´gative.
De´monstration. Comme on l’a vu, on identiﬁe Picplat(S) avec C de sorte que
si t = tr(S) = 0 alors le cycle Γ de courbes rationnelles est un diviseur plat
et [Γ] = Lt (cela de´coule de la description des ﬁbre´s plats de [DO99] et de la
forme du germe pour une surface de trace non nulle : F (z1, z2) = (tnz1zn2 +∑n−1
i=0 αit
i+1zi+12 , tz2) cf [DK98]). Alors, d’apre`s le lemme 6.15,
deg([Γ]) = C ln |t| = cvol(Γ) > 0
et puisque 0 < |t| < 1 on a C < 0.
Lemme 6.18. Soit S une surface de trace nulle, alors il existe une de´formation
(S,Π,∆) de S au-dessus du disque ∆ telle que :
1. S  S0 ;
2. Pour tout u = 0, tr(Su) = 0 ;
3. Il existe sur S une famille C∞ de me´triques de Gauduchon (gu)u∈∆ ;
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4. Il existe une unique fonction C : ∆→ R− de classe C∞ telle que
degu(L
α) = C(u) ln |α|
5. Il existe une unique fonction holomorphe t : ∆→ ∆ telle que tr(Su) = t(u).
De´monstration. L’existence d’une telle de´formation est imme´diate : il suﬃt de
conside´rer les cartes locales de la tour ﬁnie d’e´clatements et de de´placer avec
un meˆme parame`tre les points e´clate´s qui sont a` l’intersection de deux courbes.
L’existence de la famille de me´triques de Gauduchon de´coule du the´ore`me 4.5.
La fonction C : ∆ → R est alors bien de´ﬁnie d’apre`s le lemme 6.15 et
d’apre`s le lemme pre´ce´dent, prend des valeurs ne´gatives en dehors de 0 et donc
partout.
La conclusion de la proposition 6.16 est alors imme´diate.
Remarque 6.19. Les deux cas pre´sente´s a` la ﬁn de la proposition existent bel et
bien :
1er cas : On peut avoir le diviseur D−Dθ positif (exemple surface avec a(S) =
(32) ou a(S) = (422232)). Dans ce cas, quitte a` prendre une de´formation
logarithmique, on peut toujours rendre |λk| plus petit que 1 (the´ore`me 5.5
et [DO99]) . On obtient ainsi une surface dont le ﬁbre´ tangent est stable
pour toute me´trique de Gauduchon.
2e`me cas : On peut re´aliser D −Dθ ne´gatif car le support de Dθ ne contient
pas toujours le sommet d’un arbre (cf [DO99], exemple surface avec a(S) =
(322)) . Il suﬃt alors que |kλ| > 1 pour que la condition de non semi-
stabilite´ soit ve´riﬁe´e. Or ceci peut toujours arriver car on peut faire varier
λ dans C dans une de´formation logarithmique de la surface et on ob-
tient ainsi une surface dont le ﬁbre´ tangent est non semi-stable pour toute
me´trique de Gauduchon.
A partir de ces re´sultats, on peut donner une re´ponse a` une question ge´ne´rale
concernant la notion de stabilite´ : a` savoir si la non semi-stabilite´ est ouverte
dans une de´formation.
The´ore`me 6.20. Soit S une surface minimale a` CSG avec b2(S) > 0. Si tr(S) =
0, alors il existe une de´formation (S,Π,∆) de S telle que pour tout u = 0, le
ﬁbre´ tangent Θu soit stable. En particulier la non semi-stabilite´ n’est pas une
condition ouverte en de´formation.
De´monstration. On choisit une de´formation de S comme dans le lemme 6.18. On
note Ku le ﬁbre´ canonique de Su. Il existe un ﬁbre´ line´aire global K au-dessus
de S tel que K|Su  Ku. D’apre`s le lemme 4.6, la fonction u → deg(−Ku) est de
classe C∞ sur ∆ et en particulier est borne´e. Comme le cycle de courbe Γ d’une
surface de trace non nulle ve´riﬁe [Γ] = Lt (t est la trace de la surface comme
de´ﬁnie dans le lemme 6.18), on a
lim
u→0
deg([Γu]) = lim
u→0
C(u) ln |t(u)| = +∞
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D’apre`s le premier point de la proposition 6.16, il existe un voisinage V de 0
dans ∆ tel que si u ∈ V et u = 0, le ﬁbre´ tangent Θu est stable (quel que soit
la me´trique de Gauduchon ﬁxe´e au de´part). Quitte a` restreindre, on a donc la
de´formation recherche´e.
Comme on l’a vu, ΘS pouvait eˆtre non semi-stable pour certaines surfaces
de la classe interme´diaire, on en de´duit que cette dernie`re condition n’est pas
ouverte.
Remarque 6.21. Ce re´sultat illustre tre`s bien un phe´nome`ne de la the´orie de
Donaldson. Prenons une famille de ﬁbre´s holomorphes complexes En organise´s
par exemple dans une de´formation de ﬁbre´ (Et)t∈∆ avec Etn = En et tn → 0.
Notons E le ﬁbre´ diﬀe´rentiable sous-jacent et supposons les En tous stables. No-
tons Ln0 = det(En) les ﬁbre´s de´terminants associe´s. De part la correspondance
de Kobayashi-Hitchin (cf. [LT95]), on peut associer a` chaque ﬁbre´ stable En une
connexion de Hermite-Einstein An e´le´ment de l’espace AHEan0 (E) des connexions
de Hermite-Einstein sur E dont la connexion associe´e dans Ln0 est ﬁxe´e e´gale a` an0 .
On peut voir ces connexions comme des instantons, c’est a` dire des connexions
anti-autoduales dans le PU(2)-ﬁbre´ principal associe´ (cf [LT95]). Un the´ore`me
de compactiﬁcation d’Uhlenbeck nous dit alors qu’il y a convergence des An vers
un e´le´ment limite (A0, {x1, · · · , xk}) (cf [Don85]) associe´ a` un ﬁbre´ complexe E ′0
polystable (c’est-a`-dire somme directe de ﬁbre´s stables de meˆme pente) qui a
meˆme de´terminant L0 que E0 mais qui ne lui est pas isomorphe (il y a isomor-
phisme seulement en dehors des points x1, · · · , xk de S). Sa seconde classe de
Chern ve´riﬁe c2(E ′0) = c2(E0) − k et on sait que H0(Hom(E ′0, E0)) = 0. C’est la
non se´paration de l’espace de modules des ﬁbre´s holomorphes qui rend possible
l’existence de ces deux limites distinctes. Il est a priori tout a` fait possible que
le ﬁbre´ E0 soit non semi-stable alors que E ′0 est lui polystable. Cela correspond
en eﬀet en l’existence de deux extensions :
0 −−−−→ L −−−−→ E0 −−−−→ L−1 ⊗ L0 ⊗ IZ −−−−→ 0
et
0 −−−−→ L−1 ⊗ L0 ⊗O(D) −−−−→ E ′0 −−−−→ L⊗O(−D)⊗ IZ′ −−−−→ 0
La premie`re suite de´stabilise E0 avec degL > (degL0)/2 et la deuxie`me ve´riﬁe la
condition de stabilite´ deg[D] + degL0 − degL < deg(L0/2) qui peut tout a` fait
eˆtre compatible avec l’ine´galite´ pre´ce´dente. La de´formation ci-dessus est donc
une illustration de ce phe´nome`ne.
Si S est une surface d’Inoue Hirzebruch (σn(S) = 3n), il existe un unique
irrationnel quadratique 0 < λ < 1 tel que h0(S,Θ ⊗ Lλ) = h0(S,Θ ⊗ L1/λ) = 1
(cf the´ore`me 5.7). De plus, ces deux sections ne s’annulent qu’en des points isole´s
(cf [DO99] thm 2.16).
80 CHAPITRE 6. SIMPLICITE´ ET STABILITE´
Proposition 6.22. Soit S une surface d’Inoue-Hirzebruch et soit 0 < λ < 1
comme ci-dessus. Alors le ﬁbre´ tangent Θ est stable (resp. semi-stable) si et
seulement si
0 < 2C ln |λ| < ()deg(−K).
De´monstration. On remarque que le diviseur nume´riquement anti-canonique est
toujours positif donc deg(−K) > 0. Une des deux conditions de stabilite´ est alors
toujours trivialement ve´riﬁe´e.
Nous allons montrer que cette condition de stabilite´ peut ne pas eˆtre ve´riﬁe´e
pour certaine surfaces d’Inoue-Hirzebruch.
Lemme 6.23. Soit S une surface d’Inoue-Hirzebruch pour laquelle b2(S)  3.
Il existe alors une de´formation (S,Π,P1) de S par des surfaces contenant une
CSG et ve´riﬁant
1. S  S0 ;
2. S∞ est une surface d’Inoue-Hirzebruch et pour tout u = 0,∞, a(Su) =
(3, 2, · · · , 2) ;
3. Il existe une fonction holomorphe non constante λ : P1(C) → P1(C) telle
que pour tout u = 0,∞, h0(Su,Θu(−Dθ)⊗ Lλ(u)) = 1.
De´monstration. On choisit la CSG de la surface S de sorte que dans la suite
d’e´clatements de la construction (cf. les ge´ne´ralite´s) le point On−1 soit a` l’in-
tersection des deux dernie`res courbes On−1 = Cn−1 ∩ Cn−2. On peut de plus
supposer que dans les cartes usuelles, le recollement est donne´ par σ(z1, z2) =
(z1, z2). On choisit pour chaque courbe Ci, i = 0, · · · , n − 2 un isomorphisme
fi : P1(C) → Ci entre P1(C) et la ie`me courbe e´clate´e de la fac¸on suivante :
comme Ci rencontre deux autres courbes, on pose fi(0) = Oi et fi(∞) est le
point d’intersection de Ci avec l’autre courbe. La surface Su pour u ∈ P1(C)
est obtenue en e´clatant la courbe Ci au point fi(u). Pour u = 0,∞, tous les
e´clatements sont ge´ne´riques (c’est-a`-dire pas a` l’intersection de deux courbes)
sauf le dernier recollement qui de part la forme choisie donne une courbe ra-
tionnelle singulie`re d’auto-intersection −3. On a donc des surfaces de type in-
terme´diaire avec a(Su) = (3, 2, · · · , 2). Pour u =∞, tous les e´clatements se font
a` l’intersection de deux courbes et S∞ est de type Inoue-Hirzebruch.
Pour donner un sens au troisie`me point du lemme, il faut que nous remar-
quions que le diviseur nume´riquement tangent existe toujours dans notre cas :
Lemme 6.24. Soit S une surface a` CSG avec σn(S) = 2n+1 et n  3, alors le
diviseur Dθ est bien de´ﬁni et ve´riﬁe de plus Dθ  D.
De´monstration. La matrice d’intersection M(S) d’une telle conﬁguration est de
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la forme : ⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−2 1
1 −2 1 1
. . . . . . . . .
. . . . . . 1
1 1 −3
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
On ve´riﬁe aise´ment que son de´terminant est 1 ou −1 ce qui assure l’existence
des diviseurs Dθ et D−K.
De part la conﬁguration, on voit qu’il n’y a qu’un arbre compose´ d’une seule
courbe d’auto-intersection −2 et que la racine de l’arbre est aussi une courbe
d’auto-intersection −2. Notons D−K =
∑n
l=1 klDl et soit i l’indice de la courbe de
l’arbre. Supposons que ki = 1. On a D−K.Di = kiD2i +kj = D
2
i +2 = 0 ou` Dj est
la racine de l’arbre et la formule est obtenue graˆce a` la formule d’adjonction. On a
donc kj = 2 pour la racine de l’arbre. On montre alors facilement par re´currence
que pour toutes les courbes d’auto-intersection −2 du cycle, le coeﬃcient de
D−K vaut 2. En eﬀet, soit Di0 une telle courbe et supposons que sur la courbe
pre´ce´dente, ki0−1 = 2, alors D−K.Di0 = 0 = ki0−1 − 2ki0 + ki0+1, donc 2ki0 =
ki0+1 + 2. Or on sait (cf. [DO99]) que D−K contient D donc ki0+1  1 et par
suite, ki0  2. On utilise alors le lemme suivant :
Lemme 6.25. Pour une surface de la classe interme´diaire, les coeﬃcients de
D−K atteignent leur maximum sur au moins une racine d’arbre.
Reportons la de´monstration de ce lemme. En l’appliquant on obtient que
ki0 = 2 dans notre cas.
Il reste la courbe Di0 d’auto-intersection −3. Pour elle, −1 = ki0−1 − 3ki0 +
ki0+1, donc 3ki0 = 5 ce qui est impossible.
preuve du lemme 6.25. Remarquons tout d’abord que le maximum ne peut eˆtre
atteint au sommet d’un arbre. En eﬀet, pour une telle courbe Di, on a D2i +2 =
kiD
2
i + kj avec D
2
i  −2. Supposons ki  kj , alors
kj − ki = 2 +D2i − (D2i + 1)ki = 2− ki +D2i (1− ki)  ki  1
ce qui est impossible.
On peut eˆtre plus pre´cis et montrer par re´currence que les coeﬃcients sont
strictement croissants le long d’un arbre. La premie`re e´tape a de´ja` e´te´ de´montre´e.
Soit donc i1, · · · , il les indices des courbes successives d’un arbre, en commenc¸ant
la nume´rotation des indices par le sommet. Supposons ki1 < ki2 < · · · < kil−1 ,
alors on a
kil =D
2
il
+ 2− kil−1D2il−1 − kil−2
=(D2il−1 + 2)(1− kil−1) + kil−1 + kil−1 − kil−2
>kil−1 d’apre`s l’hypothe`se de re´currence
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Le raisonnement se poursuit jusqu’a` la racine de l’arbre dont le coeﬃcient
majore donc tous ceux qui apparaissent dans l’arbre.
Supposons que le maximum est atteint sur une courbe Di du cycle qui ne soit
pas une racine. Alors, les deux courbes contigue¨s ve´riﬁent : D2i +2 = kiD
2
i +kl+kj
avec kl  ki et kj  ki. On a (D2i + 2)(1 − ki) = kj − ki + kl − ki ce qui n’est
possible que si ki = kl = kj pour des raisons de signe. On voit donc que le
maximum se propage dans le cycle jusqu’a` atteindre une racine d’arbre (ce qu’il
fait toujours par connexite´). On a donc bien le re´sultat souhaite´.
Par conse´quent pour tout u = 0,∞, on peut de´ﬁnir d’apre`s le the´ore`me 5.5
λ(u) pour ve´riﬁer la proprie´te´ souhaite´e (a` savoir l’existence du champ tordu).
La fonction holomorphe λ ainsi de´ﬁnie n’a pas de singularite´ essentielle en 0
et ∞. Sinon, elle prendrait, par exemple, la valeur 1 dans tout voisinage de 0
(resp. ∞), ce qui contredirait la semi-continuite´ de u → h0(Su,Θu) au point 0
(resp.∞) puisqu’il n’y a pas de champ de vecteur global sur une surface d’Inoue-
Hirzebruch. Donc λ se prolonge en 0 et ∞ en une fonction holomorphe a` valeur
dans P1(C)
On a force´ment λ(0) = 0 ou λ(0) =∞ car sinon on peut conside´rer le faisceau
global Θ⊗Lλ au-dessus de C qui ve´riﬁe pour tout u ∈ C, h0(Su,Θu⊗Lλ(u)) = 1.
D’autre part, le ﬁbre´ canonique K existe globalement sur la de´formation et en
dehors de 0, on a la relation −Ku = [D−Ku ]⊗ L1/κ(u) ce qui donne
degu(−Ku) = deg([D−Ku ])−C(u) ln |κ(u)|
Or, u → degu(−Ku) est continue partout (prop. 4.6) et, puisque la constante
k(S) ne de´pend que de la suite a(S) (cf [DO99]), la relation λ = kκ implique
que u → C(u) ln |κ(u)| est borne´e au voisinage de 0. Par suite, vol([D−Ku ]) est
borne´. Par le the´ore`me de Bishop ([LT95]), il existe un diviseur limite au-dessus
de 0 qui nous donne une hypersurface globale dans la de´formation. Par le meˆme
argument, puisque le champ tordu θu s’annule sur certaines courbes pour u = 0,
la section θ0 doit aussi s’annuler sur une courbe de S0 = S. Cependant, on sait
que les champs tordus d’une surface d’Inoue-Hirzebruch ne s’annulent qu’en des
points isole´s, ce qui donne une contradiction. En particulier, on sait que λ est
non constante.
On en de´duit alors l’existence de surfaces d’Inoue-Hirzebruch instables :
Proposition 6.26. Il existe des surfaces d’Inoue-Hirzebruch instables pour toute
me´trique de Gauduchon.
De´monstration. Fixons une me´trique de Gauduchon quelconque g sur S et e´ten-
dons la a` la de´formation de´crite ci-dessus. L’application λ : P1(C) → P1(C) est
un reveˆtement ramiﬁe´, donc en 0 ou en ∞, λ prend la valeur ∞. D’apre`s les
conditions de la proposition 6.16 et le lemme 6.24, il existe un voisinage du point
conside´re´ tel que les surfaces de type interme´diaire de´ﬁnies au-dessus soient non
semi-stables (elles le sont pour toute me´trique de Gauduchon). Le the´ore`me 4.8
nous permet alors de conclure a` l’instabilite´ de la surface d’Inoue-Hirzebruch
limite.
Chapitre 7
De´formations
On va s’inte´resser ici a` la dimension de la de´formation logarithmique des
surfaces a` coquille sphe´rique globale.
Rappelons qu’il n’y a pas d’obstructions a` la de´formation d’une surface de
la classe VII0 d’apre`s un re´sultat classique de Kodaira-Spencer ([KKS58]) et le
the´ore`me suivant :
The´ore`me 7.1 (Nakamura [Nak90]). Soit S une surface de la classe VII0
avec b2 > 0. Alors H2(S,Θ) = 0.
La dimension de la de´formation verselle d’une surface de la classe VII0 est
2b2(S) + h0(S,ΘS).
Pour ce qui est de la de´formation logarithmique on a le re´sultat suivant duˆ a`
Nakamura :
The´ore`me 7.2. Soit S une surface de la classe VII0 avec un cycle Γ de courbes
rationnelles et soit E un diviseur eﬀectif contenant Γ. Alors
H2(S,Θ(− logE)) = 0.
En particulier la dimension de la base de la de´formation logarithmique de
diviseur D peut se calculer avec l’espace H1(S,Θ(− logD)).
La de´formation logarithmique d’une surface de trace non nulle a e´te´ entie`re-
ment de´crite dans [DK98], c’est pourquoi nous nous donnons ici une surface S de
trace nulle. On a vu (cf the´ore`me 5.4) que si S est de type interme´diaire, il y a un
unique feuilletage F donne´ par une 1-forme logarithmique tordue, c’est-a`-dire un
e´le´ment de H0(S,Ω1(logD)⊗ Lk), ou` D est le diviseur maximal de la surface et
Lk un ﬁbre´ plat associe´ au parame`tre k et que si S est de type Inoue-Hirzebruch,
il y a exactement deux feuilletages donne´s par des champs de vecteurs tordus
(the´ore`me 5.7).
7.1 Indices associe´s a` F
Soit F un feuilletage d’une surface de trace nulle. Notons TF le ﬁbre´ en
droites tangent au feuilletage F et rappelons quelques de´ﬁnitions et re´sultats qui
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vont nous servir pour le calcul de la dimension de la de´formation logarithmique :
si p est une singularite´ du feuilletage, alors le feuilletage est de´ﬁnie localement
par un champ de vecteur holomorphe
θ(z,w) = A(z,w)
∂
∂z
+B(z,w)
∂
∂w
ou` p = (0, 0). Notons J(z,w) la matrice jacobienne de l’application (A,B). Baum,
Bott et Brunella ([BB70], [Bru97]) ont introduit les deux indices suivants :
Det(p,F) = Res(0,0)
detJ(z,w)
A(z,w)B(z,w)
dz ∧ dw
Tr(p,F) = Res(0,0)
(trJ(z,w))2
A(z,w)B(z,w)
ou` Res(0,0) de´signe le re´sidu en (0, 0) (voir [GH78] pour la de´ﬁnition pre´cise). On
de´ﬁnit ensuite
Det(F) =
∑
p∈S(F)
Det(p,F)
et
Tr(p,F) =
∑
p∈S(F)
Tr(p,F).
Proposition 7.3 (Formules de Baum-Bott ([BB70], [Bru97])).
Det(F) = c2(S)− c1(TF ).c1(S) + c21(TF )
Tr(F) = c21(S)− 2c1(TF ).c1(S) + c21(TF )
On montre, d’autre part, par un calcul direct, puis, a` l’aide de la formule
de Camacho-Sad ([CS82]) que Det(F) = n et Tr(F) = 2n − σn(S) (voir [DO99]
pour tous les de´tails).
On a alors :
Proposition 7.4.
h1(S, TF ) =
{
3n− σn(S) si h0(S,Θ) = 0
3n− σn(S) + 1 si h0(S,Θ) = 1
En l’absence de champ global, cela correspond au nombre de points e´clate´s qui ne
sont pas a` l’intersection de deux courbes dans la suite des e´clatements de´ﬁnissant
S.
De´monstration. Par la formule de Riemann-Roch, on a :
h0(TF )− h1(TF ) + h2(TF ) = χ(S) + 12TF .TF −
1
2
TF .K
= c1(TF )2 = σn(S)− 3n
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car d’apre`s la premie`re formule de Baum-Bott c1(TF ).c1(S) = c21(TF ) et d’apre`s
la deuxie`me formule et la remarque ci-dessus c21(TF ) = −Tr(F)+c21(S) = σn(S)−
3n.
Plac¸ons nous d’abord sur une surface de type interme´diaire. Deux cas se
pre´sentent :
h0(TF ) =
{
0 si h0(S,Θ) = 0
1 sinon .
D’autre part, d’apre`s [Bru97] K = NF ⊗ T F , donc en utilisant la formule de
dualite´ de Serre h2(TF ) = h0(K2 ⊗NF ). Puisque le feuilletage est de´ﬁni par une
1-forme logarithmique tordue, et qu’il est unique, le seul sous-faisceau cohe´rent
non trivial de Ω1 est O(−D)⊗ L 1k . Par suite, NF = O(D)⊗ Lk.
Notons D−K le Q-diviseur anti-canonique. Il existe alors m ∈ N tel que
mK = −mD−K dans H2(S,Z). Supposons alors que h0(NF ⊗K2)  1, on a alors
h0(mK2 + mNF )  1. Mais mK2 + mNF = mD − 2mD−K + L′ ou` L′ est un
ﬁbre´ plat et mD−2mD−K un diviseur ne´gatif car on a toujours D−K = D+Dθ .
C’est une contradiction. Donc h2(TF ) = 0. On en de´duit la proposition.
Si S est de type Inoue-Hirzebruch, le feuilletage est donne´ par un champ
tordu qui ne s’annule qu’en des points ([Koh95], [DO99]) θ ∈ H0(S,Θ ⊗ Lλ)
ou` λ est un irrationnel quadratique. Alors TF = L1/λ avec L1/λ un ﬁbre´ plat
non trivial. Une application directe de la formule de Riemann-Roch donne alors
h1(TF ) = h1(L1/λ) = 0 car h0(L1/λ) = 0 et h2(L1/λ) = h0(K ⊗ Lλ) = 0. La
dernie`re annulation provient du fait que pour une surface d’Inoue-Hirzebruch,
on a −K = [D] ou` −2K = 2[D] ([Dlo88]). Donc h1(TF ) = 0 = 3n− σn(S).
7.2 La de´formation logarithmique
Proposition 7.5. On a la suite exacte de faisceaux suivante :
0 −→ TF −→ Θ(−logD) −→ NF ⊗ ID −→ 0
ou` ID est l’ide´al annulateur du diviseur maximal D (donc ID = O(−D)).
De´monstration. Soit U un ouvert de S et θ un champ qui engendre le feuilletage
F sur U . Il de´ﬁnit une section de TF et l’injection i : TF → Θ(−logD) est donne´e
localement par fU → fUθ.
Prenons alors un recouvrement Ui de S par des ouverts tels que le feuilletage
F soit engendre´ sur Ui par la 1-forme ωi. On de´ﬁnit alors :
j : Θ(−logD)|Ui → (NF ⊗ ID)|Ui
θ → ωi(θ)
Par de´ﬁnition du ﬁbre´ conormal NF , les cocycles le de´ﬁnissant sont donne´s
par gij = ωiωj . D’autre part θ e´tant tangent a` D, ωi(θ) s’annule bien sur D.
L’application j est donc bien de´ﬁnie. Son noyau est par de´ﬁnition l’image de TF
dans Θ(− logD).
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Il reste a` voir que j est surjective : en dehors du diviseur maximal D c’est
bien le cas puisqu’on se retrouve avec la suite exacte classique
0→ TF → Θ(− logD)|S\D = Θ|S\D → NF → 0
le feuilletage n’ayant pas de singularite´ en dehors des points d’intersection du
diviseur D.
Soit x ∈ D et fx ∈ (NF ⊗ ID)x ou` f est de´ﬁni sur un ouvert U autour de x
– Si x n’est pas a` l’intersection de deux courbes de D. Notons ω = adz+zbdw
une 1-forme re´duite (z ne divise pas a) engendrant le feuilletage sur U
(quitte a` restreindre U) et θ = zα ∂∂z +β
∂
∂w un champ tangent a` D. f = zg
car f s’annule sur D donc l’e´quation a` ve´riﬁer est azα + βzb = zg, soit
g = aα + βb et donc g ∈ (a, b) ce qui est possible car a est inversible
(x /∈ S(F)).
– Si x est a` l’intersection de deux courbes, ω = wadz + zbdw. On cherche
θ = zα ∂∂z + wβ
∂
∂w . De plus f = zwg. On doit donc re´soudre g = aα + bβ.
On peut eˆtre plus pre´cis sur ω : en utilisant la description de [DO99] on
voit que soit a soit b est inversible et on a donc bien g ∈ (a, b). L’e´quation
admet alors des solutions.
La suite exacte longue de cohomologie associe´e a` cette suite exacte est :
0 → H1(S, TF )→ H1(S,Θ(− logD)) → H1(S,NF ⊗ ID)→ H2(S, TF )
En eﬀet, rappelons que dans tous les cas le ﬁbre´ normal est donne´ par NF =
O(D)⊗ Lµ avec µ = 1. Mais alors, on a h0(NF ⊗ ID) = h0(Lµ) = 0 car le ﬁbre´
Lµ n’est pas trivial.
De plus, h1(NF ⊗ ID) = h1(Lµ). Or, puisque le ﬁbre´ Lµ est plat, sa ca-
racte´ristique d’Euler est nulle. On a vu que h0(Lµ) = 0 et on a h2(Lµ) =
h0(L
1
µ ⊗ K). Par conse´quent, si h2(Lµ) > 0 on a h0(mL 1µ ⊗mK) = h0(mL 1µ ⊗
−mD−K ⊗ Lκ) > 0 ce qui est impossible car le diviseur −mD−K est ne´gatif.
Donc h2(Lµ) = 0. Par suite, h1(Lµ) = 0 = h1(NF ⊗ ID) graˆce a` la formule de
Riemann-Roch ([GH78]).
On en de´duit l’isomorphisme suivant :
0 −→ H1(S, TF ) −→ H1(S,Θ(−logD)) −→ 0.
On a donc :
Proposition 7.6. Soit S une surface de la classe V II0 de trace nulle. Soit D
le diviseur maximal de la surface, alors :
dimH1(S,Θ(−logD)) =
{
3n− σn(S) si h0(S,Θ) = 0
3n− σn(S) + 1 si h0(S,Θ) = 1
Remarque 7.7. Si S est une surface de trace non nulle, le re´sultat reste valable
(voir [DK98]).
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On obtient en particulier :
Corollaire 7.8. Une surface de type Inoue-Hirzebruch n’admet pas de de´forma-
tion logarithmique non triviale.
Corollaire 7.9. Soit S une surface a` coquilles sphe´riques globales et D son
diviseur maximal. Toute de´formation logarithmique conservant D conserve le
feuilletage F .
De´monstration. Le cas interme´diaire de´coule de ce qui pre´ce`de. Le re´sultat pour
les surfaces de trace non nulle est de´montre´ dans [DK98] ou` l’on trouve une
description explicite de la de´formation logarithmique dans ce cas. Les surfaces
d’Inoue-Hirzebruch n’admettent quant a` elles pas de telle de´formation.
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Notations
bi(X) ie`me nombre de Betti de X
L un ﬁbre´ en droites holomorphe
Ap,q(E) espaces des (p, q)-formes C∞ a` valeur dans E
deg, degg le degre´ d’un ﬁbre´ ou d’un faisceau
µ, µg la pente d’un faisceau
c1(L), c1(L, h) des repre´sentants de la premie`re classe de Chern de L
Pic(X) groupe de Picard de la varie´te´ X
ωg la forme de Ka¨hler associe´e a` la me´trique g
Lg l’ope´rateur de Lefschetz (produit exte´rieur par ωg)
Λg l’ope´rateur de contraction par la me´trique g
detF le ﬁbre´ de´terminant du faisceau F
S(F), Sn−1(F) l’ensemble singulier du faisceau F
A, dA connexion et de´rive´e covariante associe´e
a10 seconde forme fondamentale associe´e a` un sous-ﬁbre´
RE , KE courbure et courbure moyenne de la connexion de Chern d’un ﬁbre´ E
‖ · ‖Lp , ‖ · ‖Lpk normes L
p et Lpk
Lpk(E) espace des sections Sobolev du ﬁbre´ vectoriel E
π projecteur hermitien sur un sous-faisceau d’un ﬁbre´ E
G(r, k) Grassmanienne des k plans dans Cr
Ap ensemble des sous-faisceaux sans torsion sature´s de rang p d’un ﬁbre´
X → T de´formation d’une varie´te´ compacte de base T
 l’ope´rateur “e´toile” de Hodge
Dans la deuxie`me partie
Π une tour ﬁnie d’e´clatements
S(Π, σ) surface associe´e a` la tour d’e´clatements Π et au biholomorphisme σ
a(S) suite des oppose´s des auto-intersections des courbes
σn(S) invariant associe´ a` la surface a` CSG S
tr(S) trace de la surface a` CSG S
D−K, D−K (Q-)diviseur nume´riquement anti-canonique
Dθ, D

θ (Q-)diviseur nume´riquement tangent
ΘS , Θ ﬁbre´ tangent a` la surface S conside´re´e
Ω1S , Ω
1 ﬁbre´ cotangent de la surface S
K ﬁbre´ canonique
TF ﬁbre´ tangent au feuilletage F
NF ﬁbre´ normal au feuilletage F
Ω1(logE) faisceau des 1-formes logarithmiques de poˆle E
[D] ﬁbre´ en droite associe´ a` un diviseur D
